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Die Theorie der Parallelfldchen einer gegebenen
Fldche mit besonderer Beriicksichtigung der Par-
allelflachen von Regelfldchen.

Die Theorie der Parallelilichen ist aus der Theorie der Par-
allelkurven entstanden. Bordoni' und Reis? diirften sich
wohl zuerst mit den Problemen der letzteren beschiitigt haben.
Cauchy? definierte die Parallelkurve als die Enveloppe eines
Rreises, der auf der gegehenen Kurve rollt. Catalan*, Salmon?
und Fiedler® besorgten die weitere Ausbildung der Theorie der
Parallelkurven.

Cayley” und S. Roberts® haben im besondern die Parallel-
kurven der Kegelschnitte behandelt. S. Roberts befafite sich
auch, angeregt durch die zahlreichen, bereits vorhandenen
Untersuchungen iiber Parallelkurven, eingehender mit der
Theorie der Parallelilichen, die schon Bordoni, Reis und
Bonnet® begonnen hatten. Zunéchst verdifentlichte!® er die
allgemeinen Eigenschaiten der Parallelflichen von Fléchen
Il. Grades. HAnalog wie Cauchy definierte er diese als die
Enveloppen von Kugeln, die sich auf einer Fldche fortbe-
wegen.

! ,Distanza di linee e di superlicie con normali communi.“ Pavia 1822.
2 ,Parallele Kurven und Oberflichen.“ Diss. Gottingen 1825.

3 Compt. rend. XIII. 1841.

4 Nouv. Annales de Math. III. 1844,

® Salmon, ,Treastise on the higher plane curves®. 1852.

% Grunerts Archiv, Bd. 39. 1862.

? Quarterly Journal XI.

% Quarterly Journal XII.

? Nouv. Hnnales de Math. XII. 1853,

'* Proceedings of the London Math. Soc. IV. 1874.
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In einer weiteren Abhandlung! wendete er sich zu den
Parallelilichen abwickelbarer Fléchen. Spezielle Untersuchun-
gen iiber Parallelildchen als Enveloppen von Kugeln finden
sich noch in den Dissertationen von Neumann?, Schulze? und
A. Rhrendt*.

Alle bis jetzt Genannten haben hauptsdachlich vom al-
gebraischen Standpunkte aus die Parallelflichen behandelt.
Sie untersuchten die numerischen Charaktere und Singulari-
taten der Parallelildichen einer gegebenen Flédche, die als Fléache
von bestimmter Ordnung und bestimmter Klasse angenommen
wurde, und gaben die Charakteristiken und Singularitdten der
auf Parallelilachen sich entsprechenden Rurven an.

In wesentlich anderer Weise versuchte es Craig®, die Pro-
bleme der Parallelilichen zu losen, indem er die Gauss’sche
Parameterdarstellung der Flachen und die Fundamentalgrifien
I. und II. Ordnung in Anwendung brachte. Er fand eine Reihe
von Beziehungen zwischen diesen Grofilen eines Ellipsoides
und dessen Paralleliliche und zeigte, dafi einige dieser Be-
ziehungen auch allgemeine Geltung haben. Nach derselben
Methode von Craig behandelten Chini® die Parallelilachen
konstanter mittlerer Kriimmung, HA. Mannheim® die Bezie-
hungen und Eigenschaften von speziellen Kurven, die sich
auf Parallelflachen entsprechen, Thompson® einige einfache
Systeme von Parallelflichen, Pirondini® die Parallelfldchen ab-
wickelbarer Fldchen.

Von Wasteels' erschien eine Arbeit iiber Normalschnitte
zweier Parallelflachen und iiber den Zusammenhang der Kriim-
mungsradien beider Flachen.

! Proceedings of the London Math. Soc. V. 1875.

¢ ,Untersuchungen iiber die Parallelilache des Ellipsoides.“ Diss. Halle 1878.

# Uber die Paralleliliche des ellipt. Paraboloides.“ Diss. Halle 1886.

* ,Untersuchungen der Parallelllachen der Flachen II. Grades.“ Diss.
Rostock 1888.

* ,On the parallel surface to the ellipsoid.“ Crell. Journ. XCIII. und
»Note on parall. surl.* Crell. Jour. XCIV.

5 ,Sulle superficie a curvatura media constante.“ Giorn. di mat. XXVII.

7 ,Sur les Surl, Parall. Proceedings of the London Math. Soc. XII. 1881.

5 Simples pairs of parallel W-surfaces.“ Rmeric. Journ. XXIV.

9 Annali di Mat. Milano. XIX.

10 Sur les surlac. parall.“ Mathesis, Paris (3) VIIL. 1908.
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Dies ist im wesentlichen die ganze Literatur, die sich be-
ziiglich der Parallelilachen vorfindet. Vorliegende Arbeit soll
im ersten Teile eine allgemeine Theorie der Parallelfldchen
darstellen, in der die bisher bekannten Einzelresultate im Zu-
sammenhang, wie es zum Teil bereits von P. Cataneo' ge-
schah, jedoch in etwas verdanderter und vielfach vereinfachter
Beweistiihrung wiedergegeben sind. Der zweite Teil wird sich
mit der Theorie der Parallelilichen von Regelildchen im all-
gemeinen urnd der abwickelbaren Flachen im besonderen be-
fassen. Zum Schlusse sollen noch die im ersten und zweiten
Teile gewonnenen Resultate an einigen Beispielen zur An-
wendung kommen.

Die Bezeichnungen der einzelnen aui Flachen sich be-
ziehenden Grofien sind groftenteils dieselben wie die in Schef-
fers ,Einfiihrung in die Theorie der Flachen“. 1902.

Definition und Darstellung der Parallelflichen und ihre
Beziehung zur urspriinglichen Fliche.

Man kann sich die Parallelfldche einer gegebenen Fldche
auf verschiedene Art entstanden denken. Sie kann, wie schon
erwdhnt, erzeugt werden durch das Zentrum einer Kugel von
konstantem Halbmesser, die eine gegebene Flidche beriihrt und
sich auf ihr bewegt, oder sie kann als Enveloppe derjenigen
Ebenen auigefafit werden, die zu den Tangentenebenen der
Fldache parallel sind und in einem konstanten, positiven oder
negativen Abstande von ihnen liegen. Die Parallelfliche kann
auch gebildet werden durch einen Punkt A, auf einer Geraden,
die sich so bewegt, daf sie stets in einem zweiten Punkte A,
normal zur Fldche bleibt. Die Punkte A, und A, sind kor-
respondierende Punkte, die Linien, die A, und A, bei der
Bewegung der Geraden beschreiben, sind korrespondierende
Linien, ihre Richtungen in entsprechenden Punkten korrespon-
dierende Tangenten. Eine Parallelfliche kann man schlieflich
auch dadurch erhalten, dafi man auf der Normalen eines jeden
Punktes der urspriinglichen Fldche nach der einen oder anderen

' ,Nozioni fundamentali sulle superficie paralleli.* Giorn. di mat. XLIII.
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Seite, d. i. nach der positiven oder negativen Richtung der
Normalen, von ihrem Fuflpunkte aus eine konstante Strecke
abtrdagt. Zwei Fldchen, deren korrespondierende Punkte um
die Strecke +k von der gegebenen Fldche entiernt und im
allgemeinen von einander und der Originaliliche sehr ver-
schieden sind, heifien dquidistante. Parallelflachen.

Es ist, wie Craig bemerkt, zweckmaBiger, jede der beiden
dquidistanten Fldchen getrennt fiir sich zu betrachten, anstatt
beide zugleich als Enveloppe einer Kugel aufzufassen, deren
Mittelpunkt sich auf der Flache bewegt.

Um zur Darstellung der Parallelflache einer beliebigen
Flache zu gelangen, denke man sich diese in Parameterdar-
stellung gegehen:

X=odu, )y vy, e=U0u).. . (1)

Trdagt man auf allen Normalen dieser Fldche von dem
Fufipunkte P aus die konstante Strecke PP nach einer und
derselben Seite der Fldache auf, so ist der geometrische Ort
der Endpunkte dieser Strecken dargestellt in den laufenden
Koordinaten p, vy, 3 durch:

r=x(wv)+X.PP, p=y (0, )+ Y.PP, 3=z (u,v)+Z.PB,

worin X, Y, Z die Richtungskosinus der Normalen im Punkte
(u, v) bedeuten und Funktionen von u und v sind. Setzt man
k= +P%, je nachdem man PP gleich oder entgegengesetzt
ist der positiven Richtung der Normalen der Fldche (1), dann
sind die Rusdriicke fiir die Koordinaten der Parallelildche:

r=x-+kX, 9p=y+k¥, 3=z-FkZ....(2).

Bezeichnet man mit S eine beliebig gegebene Fldache und
mit @ eine ihrer Parallelildchen, so gilt stets folgende all-
gemeine Beziehung:

»Irdgt man auf den Normalen einer Fldche eine kon-
stante Strecke k auf, so ist der Ort der Endpunkte eine Fléche,
deren Tangentenebenen den Tangentenebenen der Original-
flaiche in entsprechenden Punkten parallel sind, so daffi beide
Flachen dasselbe Normalensystem und somit auch dasselbe
sphérische Bild haben.“
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Denn aus den Formeln fiir die Rlchtungskosmm der Nor-
malen der Flache S:

IYEG };_ - Y:,IZ};E‘V—ZV!’_‘:: e s Rein s

und aus:

findet man sofort:
IXx,=0 IXx,=—0
XX, =0 . 2ZXX,=0.

Diiferenziert man die Gleichungen (2) nach u und v, so
erhdlt man:

tu= X11+kxu, 1)11_Y11+kYu, 3u:2u+kzul ¥
v ™= x\,—|—ka’ D\r_yv “i_ka, 3v TZV—,LI(ZVI

somit:

- (4),

32X, =3Xx,+kEXX,=0)
2Xn=3Xx -LkEXX,=0f "

Die Gleichungen (5) sagen aus, dafi der Punkt (r,1,3) der
neuen Fliche & dieselbe Normale hat wie der entsprechende
Punkt (x, y, z) der Fldche S.

RAus dem Umstande, dafi dieselben Normalen der Fldche S
auch Normalen der Paralleliliche @ sind, folgt, dafl auch S
eine Paralleliliche von @ ist. Originaliliche und Parallelfldche
und deren entsprechende Punkte sind daher gegenseitig ein-
ander zugeordnet.

i (B)

Berechnung der Fundamentalgréfien, des Linienelementes und
der Kriimmung der Parallelfldche einer gegebenen Fliche.

Die fiir die Parallelflichen geltenden Grofien sollen wie
bisher mit deutschen Buchstaben bezeichnet werden.
Rus den Gleichungen (4) bekommt man:
(,:3.‘;; P=2x2k2ZX, x,4-k*2 X2
F =200 =2 %, X, k2 (X, x, + X, x,)) F K2 X, X 2
6G==Xr=2x,"42kZX, x,+k*ZX>




Hierin ist:

S B e —Ea A i G =
2X,x,=2X, x,=—M, 3X x,=—N*

22X =HL—RE; 22X, X,;,—=HM-—RE, 2X2=HN— K@%t

Somit lauten die Elementargrofien I. Ordnung tiir die Par-
allelfldchen:
¢ =E—2kL-}k’'(HL —KRE)
oder:
G _(I—R"’K)E—klz—kH)L ‘
Analog: F=00—kR)F- k(Z—kH
S G=(1—kR)G— 2—kH}N’

Rus €, G, § 1aBt sich auch die Griofie ® berechnen:

D—C6G—F —(1—kKLEG}+k*@2—kHPLN
—k[(1 —k*K) 2—kH) (EN--GL)]
— [ —K*RyF*—2k (1 —k*K) (2—k H) - FM - k* 2—k H)*M]
—(1—k KD —k(1—kK)2—kH)(EN—2FM--GL)
+k*(2—kH)2(LN - M?).

Fiihrt man noch die Werte fiir die mittlere und totale Kriim-

mung ein

EN—2FM-|GL

gt und K=

D2 Dg_ 1

so kann man kiirzer schreiben:

D2=D?[(1—kK)*—k(1 —k*H)(2—kH).H-+-k®(2—kH).K]
=D?[1 -2kH{KH+2kRK —2k*KH-Jk*K?]
=D (1—kH-KK).

und :

9=D({1—kH-+KkK)..... (7,
hiebei mufi das Vorzeichen so gewé&hlt werden, dafi fiir k=0
auch ® =D wird.

* Schellers II. p. 106.
** Schelfers II. p. 159.
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Rus den Formeln (6) kann man leicht das Quadrat des
Linienelementes (d3%) der Parallelfliche berechnen. Es ist:
d8?=Cdu’*+2F dudv -+ G dv?

=Edu?’4-2 Fdudv—+ G dv?
—2k(Ldu?*+2Mdudv-+Ndv?)
+k[(HL—-KE)du’+2(HM— KF)dudv-- (HN—KG) dv?].

Beniitzt man die Formel fiir den Kriimmungsradius R eines
allgemeinen Normalschnittes der Stelle (u, v):

1 _Ldu*+2Mdudv-Ndv?
R Edu?-}-2F dudv--Gdv®’
so hat man:

¥ 9 ds? ds? 2 2
dg* ds—2kR—rkHR—kGdS
T(l -—kll:{)dsi—}—k(kﬁ_2}dl:-7
oder, wenn man '
Re L 1—1——1--%— 1
R, R, R, R,
setzt:
dg:— 1—2k—|—k2( e ) dss
R RIR S RIR SRRy

Das Verhéltnis der Quadrate der Linienelemente ist somit
ausgedriickt durch:

_—1—2- '“er( —-——{——- )(8)

Fiir die Fundamentalgrofien II. Ordnung der Parallelildche
kann man setzen:

e \‘Xuxu —IX (Xu I qu}_F_ .Xuxu'—k‘\lxug'

Die erste Summe rechts ist aber die erste Fundamental-
grofie II. Ordnung der Originalildche, also:

— X, x, = L.
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Fiir £ X,* findet man:
2X2=HL—KE.*

Somit ist:
¢—L - -k(KE—HL). l

Analog: M=M-+k(KF —HM)
»  NW=N-+k(RG—HN). ]

Aus den Gleichungen (9) lassen sich jetzt auch die Rus-
driicke 291— N2 und EW—2F N+ G ¥ berechnen und so-
mit auch die mittlere Kriimmung 9 und die Hauptkriimmung R.%*

eN—M2— (LN— M)+ k[REN—2FM-+GL)—2H (LN— M?]
L K[RYEG—F) KH(EN—2FM+GL)+-H¥(LN—M?)]
—D [K+kHK—2HR) - k*(R*—H*K+H*K)]
—D*(1—kH-+k*K)- K.
CN 2FM}-GE=(EN 2FM-+GL)—k[-4(M*LN)|-2K(F*—EG)
1L H(FM EN-GL)]+k’[K(6FM—3EN—3GL)
L H (6 M*— 6 NL)]--2Kk*[K*(F*—E G)
L HKEN—2FM-+GL)+H(M*—LN)|
—D!H—k@2K-+-H)--3kHR— 2k} K]
—D?*(1 —kH-+k*K) (H—2kK).

.. 9)

Bus diesen zwei RAusdriicken und aus Gleichung (7) er-
gibt sich daher:

e IEI{k l

I —kH+- Hi....(m).
: H—2kK
5 =

1—kH-+k*R

Schreibt man ®, LN — MW, CEN—2F MW -G L in der

Form:
= k k
el

o9t — =D L (1 -—--k) (1 ok )

@%—2391’(‘--!—‘(59:D2(1—1§) (1_ k) (
=i 1

* Scheffers II. p. 158 und 159.
**% Schelfers II. p. 119.
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so lassen sich die Grofien ® und $ umfiormen in:
i el s SR R
bew e O R—F) (R, =k Rk E—

mareElerls ol
~ X%, (R—k) (R,—K)

)

|
k |
1
{

Aus diesen Gleichungen (10a) geht unmittelbar hervor, daf}

R, =R, —k
R,—R,—k

ist. Man erhalt somit den wichtigen Satz:

,Die Differenz entsprechender Hauptkriimmungsradien der
Originalildche und einer ihrer Parallelflachen ist dem absoluten
Betrage nach gleich dem HAbstande der beiden Fldchen.“

Es fallen also die Kriimmungsmittelpunkte der gegebenen
Flache mit denen aller ihrer Parallelflichen zusammen, oder
alle Parallelilachen haben eine gemeinsame Mittelpunktsildche.
Dieses Ergebnis wird sofort klar, wenn man beachtet, dafi die
gegebene Flache und die zu ihr parallelen Flachen dasselbe
Normalensystem haben und die Lange eines Hauptkriimmungs-
radius gleich ist der Entlernung des Flachenpunktes von dem
Fufipunkte des kiirzesten Abstandes einer bestimmten Nachbar-
normale.

Aus den Gleichungen (10a) geht noch hervor, dafi § und
R alle Werte von — o0 bis - 0 annehmen konnen, wenn k
variabel ist. Wird k=+ 0, so wird =0 und 8 =0; die
unendlich ferne Parallelilache geht also in die unendlich ferne
Ebene iiber.

Es soll nun versucht werden, die fiir die Originalfldche
geltenden Grofien durch die Grofien einer ihrer Parallelfléchen
explizite auszudriicken. Man findet zunéchst:

L Tl coll e U e 6 RIEUEE BN B

l1—kH+k*K  1—kHJ-k*K
_1—kH+k*RK+kH—2k*K-+k®K
1 —-kH-|k*K

1
T EKH IR
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Also ist nach den Gleichungen (10):

=
s i SRR )
1+kH+kiQ
5
H—2kR= 2
1+k§+k*Q
5 R
1 . 9 i 2k R

" 11kH+k'R ' 1+kHFK'R
Somit :
s )
D GRS B0 i,
1+kH-LkiQ
Nach (9) ist:
L=¢—k(RE—HL)=¢—kKE-+kHL....®@
und:
k(KE—HL)—¢—L....(b).
Aus der ersten Gleichung (6) bekommt man:
E—G}k*KE-—~HL)}2kL
oder nach (b):
E=Ct+k(®—L)}2kL=C+k®+L).(c.

Dieser Wert E in (a) eingesetzt gibt:
L=2}+kHL—kRE&E—k*®R—k*LRK,

oder: ’
L(l—kH+k*R)=2—kKE—k*K¢®
: kRE k*¢ R
LQ—kH+k*RK)=8———"——— — ———— -
: s 1+k95+k’R 14+kH+k*R
L 2o, kRE i k*¢R

| kgL k2R 1+k9LKk® 1LkgLkR

Somit: el ;
==k S kER) =kt QR — kG,

Nach Reduktion:
L=2—k(RE—9HY....(d).
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Mit Hilfe dieser Gleichung (d) kann man (¢) in der Form
schreiben:
E=C+k81k2—-K'RCLKk?!HQ
oder:
E=1—-kRCE+k2+kH)L.... e

Ganz analog wie (d) und (¢) findet man die andern Funda-
mentalgrofien I. und II. Ordnung, so daf man die Gleichungs-
gruppe bekommt :

E=01—-KkRE+k2+-kH) ¢
F=(1—kR)F+k@+ks)m
G=(1—-KkR)6G+k(2-+kgH) AN
L=2—-k(RCE—99
M=M—kRF—H5HM)
N=AN—k(®R6G—9HN)

Man sieht, daff die Gleichungen (11) und (12) aus den
Gleichungen (10), (6) und (9) dadurch hervorgehen, daffi man
statt der lateinischen Buchstaben die deutschen setzt und vor
k das Vorzeichen dndert, wie es auch sein muf, da nach dem
Iriiheren (Seite 9) schon bekannt ist, daf, wenn & eine Par-
allelildche von S ist, auch S eine Paralleliliche von & sein mu8.

Entsprechende Kurven auf der gegebenen Fliche und einer
ihrer Parallelfldchen.

A.

Krimmungskurven.

Beziiglich der Kriimmungskurven auf einer Fliche besteht
die Gleichung:

G LRSI R
A=|—dudv F M [=0.
du? G N |
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Sollen den Kriimmungskurven auf der Originalfldche
wiederum Kriimmungslinien auf der Parallelilache entsprechen,
so muf} die korrespondierende Determinante:

dv, (1—k*R)E—k@—kH)L, L-k(KE—HL)
A, = —dudv,(1 —k?K)F —k2—kH)M,M-k(KF —HM)
du, (1—k!R)G—k(@—kH)N, N-+k(KG-—H N)

ebenfalls verschwinden. A, kann zerlegt werden in:

de¢ E L | dv¢ E E |
. A= ({1—k*K):|—dudv F M|+ kR{1—k®K):|—dudv F F
i | du: G N | duz2 G G
|
: ot b 1Bl [ dv= P
f —(1—k*K):H:|—dudv F M |—k(2—k H): —dudv M M|
| | du? G N du? N N|
| [ dy® era dv2oa IR
+k*K@2 kH):|—dudv F M| +k*H@—kH):|-dudv M M|
du LGN [ du 2 N SN

Man sieht daraus, dafi A, wirklich verschwindet, teils weil
A —0 genommen wurde, teils weil in drei der vorhergehenden
Determinanten zwei gleiche Spalten vorkommen. Das beweist
aber, dafl den Kriimmungslinien der Fliche S stets Kriim-~
mungslinien auf der Parallelilache & entsprechen.
If Man kann diesen Satz noch einfacher dadurch beweisen,
dal man die Kriimmungslinien der Originalflaiche S als die
Parameterlinien nimmt. Fiir diesen Fall ist dann:

i F—0 und " M—0
Daher auch nach der zweiten Gleichung (6) und (9):
% =0 und MW =0,
d. h. die Kriimmungslinien auf S und & sind entsprechende
. KRurven.
i Ruch dieser Satz ist geometrisch unmittelbar einleuchtend
' infolge der Ubereinstimmung des Normalensystemes. Bewegt

sich ndmlich der Fufipunkt P einer Normale n der Fliache S
in einer Hauptkriimmungsrichtung zum Fufipunkte P, der Nach-
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barnormale n,;, so schneidet sich n im Hauptkriimmungsmittel-
punkt mit n.*

Da aber Parallelildchen ein gemeinsames Normalensystem
haben, so wird sich auch auf der Fldche & der entsprechende
Punkt 9 der Normalen n in einer Hauptkriimmungsrichtung
zum Punkte P, der Normalen n, bewegen.

Die Hauptkriimmungsrichtung, in welcher sich P nach P
und B nach P, bewegen, oder die Tangenten t und t korrespon-
dierender Rriimmungslinien in korrespondierenden Punkten P
und P sind zueinander parallel. Es ldft sich das zwar sofort
erkennen, da t und { in einer Ebene, d.i. in der Ebene n, n,
liegen und zu n in den Punkten P und ¥ normal sind; doch
soll auch dieses Resultat durch Berechnung gezeigt werden.
Setzt man voraus, dafi die Parameterlinien die Rriimmungs-
linien sind, so gilt allgemein fiir die Richtungskosinus (u) auf S:

s(ux)= il cos ( SR cos(uz)— _ (al
co ( 5 , E_" & UYJ 3 l ,"E': J uz -"';E = .
und entsprechend auf G:
: z ) 3 ;
cos(ug)= .’_/é 5 cos(uy) = I /é——, cos (u3) = ] 2&’ =)

und beachtet man, dal fiir den Fall der Kriimmungskurven

als Parameterlinien

X YlI
Xy=— 2 Yy=— 22,
u R] u R]

zu___ ;u**

ist, so lauten die Gleichungen (4):

K k | 3
Ay =Xy (1 —_ R[), Yu=Yu (1 = R])s Ju = Zy (1 TG Rl) SN (O

* Scheffers II. p. 171.
*F Scheflers 1L p. 356
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i Fiihrt man die Gleichungen (¢) in (b) ein:

Xy

So e (1‘ R ot =1 ( )

cos(u3)= —( )

so sieht man, dafl
cos(ux):cos (uy):cos(uz)=—cos(ur):cos(uy):cos (u3)

ist, d. h. entsprechende Kriimmungslinien auf Parallelilachen
| haben in entsprechenden Punkten parallele Tangenten und da-
' her auch in entsprechenden Punkten parallele Schmiegungs-
ebenen.
i Unter derselben Voraussetzung, dafi die Parameterlinien
. die Rriimmungslinien sind, erhdlt man fiir die Hauptkriim-

I mungen :

| SE G

: T L’ e N’

ferner:

il D2:EG,K—L-N, :E.N_G.L,
EG EG

Daher geht in der ersten Gleichung'(ﬁ_) der Ausdruck
RE—HL iiber in:

INE—ENLGLA oy 12 i B
EG E R/’
Ebenso ist:
G
KG—HN=——-
R

Somit wird dann:

2ikdrilcs k\?
c—pli=2 " Eli

( R R;) ( RI) 1
|

2k ks k\?
| @ = G (1 —- 5 G 1— I
R, R_f) ( R) }
C
* Schelfers IL. p. 356. £
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und das Linienelement 1d8t sich jetzt in einfacherForm schreiben :

' k\2 j k
e e
dg ( R) u ( R

)2 G dv.

9

Man sieht, fir k =0 wird d 82 —=ds2

Ist dS das Flachenelement der Originaliliche, so ist nach
gemachter Voraussetzung:

dS=V"EG. dudv
und das entsprechende Element der Parallelfliche :

dG =V é(ﬁ-dud\r

= (1 : é;.) (1 — g) VEG-dudv.

Das Verhdltnis beider Flichenelemente :

s[5 (-5)
diSTE e R,

1€ sl 1
— PR B RSB g BT
i
=1—kH-{k2R.
Oder nach Gleichung (7), resp. (10):
dé 9 dé K
—— =, resp.———=—.

ds T b dS R
Aus der Gleichung:

de™

dS
kann man auch finden, in welchem Falle d&=dS- ist. Ist
P ein reeller, elliptischer Punkt der Fldche S, so ist K stets
positiv. H aber ist positiv oder negativ, je nachdem die Haupt-
kriimmungsmittelpunkte auf der positiven oder negativen Seite
der Normalen liegen. Es ist also d & — dS, wenn H entgegen-
gesetztes Vorzeichen wie k hat, oder, falls k und H gleichhe-

2*

1—kH| k2K
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zeichnet sind, d & >d S, wenn k > g oder k=R, | R, ist.
Ist dagegen P ein hyperbolischer Punkt, z. B. R, >0, R, <0
und |R,|>|R; |, so ist H>0, K <0. Liegt dann die Parallel-~
flaiche aul der Seite der Originaliléche, auf der auch der von

P weiter entfernte Hauptkriimmungsmittelpunkt gelegen ist (so-
;l oder | k| <Z|R,+R,
ist. Fiir einen parabolischen Punkt, z. B. é =0, R, < 0/ist

mitk << 0),s0 istd& >d S, wenn k| <

1
H< 0 und d&=4dS, je nachdem k gleich oder ungleich be-
zeichnet ist wie R..

Ist eine Kriimmungslinie aul der Fldche S eben, so bildet
nach dem Satz von Joachimsthal' die Ebene dieser Kriimmungs-
linie langs dieser mit der Flache einen konstanten Winkel ¢ und
umgekehrt. Infolge des gemeinsamen Normalensystems und
nach dem friiheren (Seite 14) mufi daher auch auf der Flache ©
eine ebene Kriimmungslinie vorhanden sein, deren Ebene par-
allel ist zur Ebene der Kriimmungslinie auf S. Besitzt daher
die Originalfliche ein System von ebenen Kriimmungslinien
(z. B. die Rotationsildche), so mufl dasselbe auch der Fall sein
bei jeder ihrer Parallelilachen.

Der Abstand h je zweier entsprechender Ebenen des
Systems der ebenen Rriimmungslinien auf S und &€ ist ge-
geben durch:

h—k cos 9.

Fiir das System der ebenen Kriimmungslinien ist ¢ im
allgemeinen variabel. Fiir 9= 90°fallen die beiden entsprechen-
den Ebenen zusammen.

Aus dem Satz von Joachimsthal folgt auch, dafi, wenn
eine Kriimmungskurve eine Gerade ist, jede Ebene durch die
Gerade die Fldache unter konstantem Winkel ldngs dieser Ge-
raden schneidet, d. h. die Flache muf} ldngs der Geraden die-
selbe Tangentenebene haben. Die Normalen in jedem Punkte
der Geraden liegen dann in einer Ebene und trdgt man auf
jeder Normale die gleiche Strecke k auf, so erhdlt man auf

! Journal fiir reine u. angew. Math. XXX. 1846.
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der Paralleliliche ebenfalls eine Gerade, die, weil Kriimmungs-
linien sich stets entsprechen, auch eine Kriimmungslinie der
Parallelilache ist.

Enthélt somit eine Fldche eine Schar gerader Kriimmungs-~
kurven, so enthdlt auch die Parallelfliche eine solche Schar.

Rus dem Satze, dafi die Kurve, welche s
durch den Schnitt einer Kugel mit einer Fldche n
entsteht, eine Kriimmungskurve der Flache ist,
wenn die Kugel unter konstantem Winkel die &
Flache schneidet!, folgt auch, dafi einer spha-
rischen Rriimmungslinie oder einem System
von sphdrischen Rriimmungslinien auf S wie- ——_
der eine sphdrische Kriimmungslinie, resp. ein | i
System von sphérischen Kriimmungslinien auf .| 7
& entspricht und die Kugelflichen von zwei |
korrespondierenden sphdrischen Kriimmungs- il/
linien sind ebenfalls parallel, d. i. konzentrisch. Jlfb
Kennt man den Radius r der Kugel, auf der /
die sphérische Kriimmungslinie der Fldache S '
liegt und ist ldngs der Kurve die konstante Neigung o, so
lassen sich die entsprechenden Grofien r, und o, fiir die Par-
alleliliche im Abstande k berechnen.

Es seien C und C, die zwei sphérischen Kriimmungskurven
auf S und &, dann ist: :

P = \ r?—- kf--!; Qirrkcos;

ri=lki——rd rcos -k
COoSs :;] — e .
2kr, \ r’4k*+2rkcos ¢

c r sin o
sin @, = —

\ r*+k*-2rk cos f

! Scheffers II. Satz 56 und 60.
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Entsprechende Haupttangentenkurven.

Die Haupttangentenkurven auf einer Flache S sind definiert
durch:
Ldu*4+-2Mdudv-+Ndv:=0

und auf der Parallelilache durch:
Ldu’-F2NM dudv-| AT dv’ = 0.

Sind die Haupttangentenkurven der Fldche S die Parameter-
1 linien, so mufli L=N=0 sein. Fiir den Fall, dafi sich die
Haupttangentenkurven aul S und & entsprechen, miissen auch
aui der Paralleliliche © die Haupttangentenkurven die Para-
' meterlinien sein, also:

' =0 und N =0.

i Man sieht aber aus den Gleichungen (9), dafi, wenn
' R0 ist, weder £ noch 91 gleich Null sein kann. Es ent-
sprechen also im allgemeinen den Asymptotenlinien der Original-
fliche nicht die Asymptotenlinien der Parallelfliche. Dies lafit
sich auch leicht aus der Konstruktion der Parallelildche ein-
sehen. Haupttangentenkurven sind ndmlich solche Kurven,
deren Schmiegungsebenen zugleich Tangentenebenen der Fliche
sind, deren Binormalen also mit den Fldchennormalen zusam-
menfallen. Die Haupttangentenkurve kann dann als Striktions-
linie der Normalenildche, welche von allen Normalen ldngs der
I Haupttangentenkurve gebildet wird, aufgefafit werden und zwar
' als eine solche Striktionslinie, die alle Erzeugenden senkrecht
schneidet.!

Da eine Fldache mit o' Geraden nur eine Striktionslinie
hat, so kann die der Haupttangentenkurve auf S entsprechende
Linie auf &, welche dieselben Normalen der betrachteten Nor-
malenfldche durchschneidet, nicht mehr als Striktionslinie der
Normalenildche und daher auch nicht als asymptotische Kurve
auf © aufgefafit werden. Nur dann, wenn die Asymptotenkurve
! aul S eben (und keine Gerade einer nicht abwickelbaren Fldche)
i ist, entspricht ihr eine Asymptotenkurve auf &, weil in diesem

t Scheffers II. p. 226.
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Falle die Normalentldche oder die Fldche der Binormalen der
Rurve eine Zylinderildche darstellt, die unendlich viele Striktions-
linien hat und alle der Haupttangentenkurve entsprechenden
Linien auf den Parallelfldchen Striktionslinien sind, welche die
Geraden der Zylinderildche senkrecht schneiden.

C:

Entsprechende konjugierte Kurvenscharen.

Nimmt man an, es gdbe eine Schar konjugierter Kurven
auf S, der eine Schar ebenfalls konjugierter Kurven auf der
Paralleliliche & entsprdche, so kann man immer voraussetzen,
dafl die Parameterlinien (u) und (v) die einander entsprechen-
den konjugierten Kurvenscharen sind. In diesem Falle ist dann
erfordert, daf die zweite Fundamentalgréfie II. Ordnung M und
N fiir alle Werte von u und v gleich Null ist. Setzt man da-
her in der zweiten Gleichung (9) M — 01 =0 und setzt voraus,
dal K und k von Null verschieden sind, so muffi F=0 sein.
Ist aber F=0 und M =0, so sieht man aus (6), daff =0
ist. Da nun auch A —0 ist, so folgt, dafi die entsprechenden
konjugierten Parameterlinien die Kriimmungslinien sind. Es
ist also der Schlufl berechtigt, dafi, wenn die gegebene Fliche
eine von Null verschiedene Kriimmung hat, also nicht ab-
wickelbar ist, die einzigen Systeme konjugierter Kurven, die
sich auf den Parallelflichen entsprechen, diejenigen sind, welche
von den Kriimmungslinien gebildet werden.

D.

Entsprechende Orthogonalsysteme von Kurven.

Unter der Voraussetzung, dafi wieder die Parameterlinien
ein System von Kurven bilden, welche sich auf der Original-
fliche und auf der im Abstande k mit ihr parallelen Fliche
einander stets rechtwinklig schneiden, mufi sowohl F—0 wie
auch §§—=0 sein.

RAus der zweiten Gleichung (6): _
F=01—KRF-k(2—kH)M




R, [

folgt dann, dafl entweder der Faktor M oder 2 —kH gleich

Null sein mufi. Ware M von Null verschieden, so miifite H — 2—,

k
also eine Konstante sein. Dasselbe wiirde sich auch ergeben

aus der zweiten Gleichung (12):
F=(01—kRAF+-k@+-kHMWm

fiir , wenn man die Fliche & als gegeben betrachtet und S
als eine zu ihr parallele Fldache. Sind aber weder H noch £
konstant, so muffi M=0 und NT=0 sein. Diese zwei Be-
dingungen mit den friiheren F = & = 0 liefern wiederum das
System der Kriimmungslinien als das einzige auf Parallelflichen
sich entsprechende Orthogonalsystem von Rurven, vorausge-
setzt, dafi die Parallelilichen nicht von konstanter mittlerer
Rriimmung sind.

2

Entsprechende geoddtische Linien.

Ist die Rurve C eine geodatische Linie auf S, so enthdlt
die Schmiegungsebene der Kurve C die Normale der Fldche
in jedem Punkte der Kurve, oder die Hauptnormale eines jeden
Punktes der Rurve fdllt mit der Flachennormalen zusammen.
Soll nun der Rurve C eine KRurve € aul der Parallelildche ent-
sprechen, die auch eine geoddtische Linie ist, so muff ebenfalls
die Hauptnormale eines jeden Punktes von € mit der Flachen-
normalen zusammentireffen. Weil beide Fldchen in entsprechen-
den Punkten dieselbe Normale haben, so kann nur dann einer
geodatischen Linie der Originalfldche eine geodatische Kurve auf
der Parallelilache entsprechen, wenn beide Kurven dieselben
Hauptnormalen haben und auf den gemeinsamen Hauptnor-
malen dieselbe konstante Strecke k abschneiden. Betrells der
entsprechenden geoddtischen Linien auf Parallelildchen gilt also
dasselbe, was fiir Kurven gilt mit gemeinsamen Hauptnormalen.’
Nimmt man fiir die auf die Kurve C beziiglichen Elemente die
gebrduchlichen Bezeichnungen «, 3. v: I, m,n; %, 11, v 1, g, s, Hir
die entsprechende Rurve € auf der Parallelfliche dieselben,

' Schelfers 1. § 10. p. 322.
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aber iiberstrichelten Buchstaben, so gilt zunichst fiir beide
Rurven die Beziehung:

s v (a = konst.) ‘
ds p
)
.d._s_..z g (a =konst.) ’
ds 4

d. h. das Produkt der Torsionen beider Kurven ist konstant.
Ferner bestehen die Gleichungen:

Die zweite Gleichung b) sagt aus, dafi die Binormale der
einen Rurve mit der entsprechenden Tangente der andern Kurve
einen konstanten Winkel einschliefit.

Differenziert man die erste Gleichung b), so bekommt man:

e e
r-lm'—r’dalds*a ds \" kr)’

oder, da die linke Seite gleich Null ist:

2 k )
Ak ;_Ip(l_.r.)zh (b = konst.),
daher:

Soll also einer geoddtischen Linie C auf S wieder eine
geoddtische Linie € auf der Paralleliliche & entsprechen, so

- muf) zwischen Rriimmung und Torsion der Kurve C eine lineare

Beziehung hestehen, die Kurve muff also eine sogenannte Ber-
trandsche Hurve sein.

Gleichzeitig lehrt die erste Gleichung b), da ihre rechte
Seite konstant ist, dafi entsprechende Tangenten beider Kurven
einen konstanten Winkel bilden.
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Da die Beziehung beider Kurven eine vollig reziproke ist,
so gilt auch fiir die der Rurve C entsprechende geodatische
Linie € auf der Paralleliliche dieselbe Relation mit denselben

absoluten Werten der Ronstanten:
D i

~
“ I

d. h. auch die Rurve € ist eine Bertrandsche Rurve.

35

Minimalgeraden auf Parallelildchen.

Zieht man auch den Fall imagindrer Kurven und Fldchen
in Betracht, so sei zunidchst die Voraussetzung gemacht, daf}
die Originalflache eine Schar von 0! Minimalgeraden enthilt,
die aber keine Tangentenildche einer Minimalkurve bilden sollen.
Diese Eigenschait driickt sich in den Fundamentalgréfien I. und
II. Ordnung folgendermafien aus:

4(EM—FL).(FN—GM)—(GL —EN)=0.'

Multipliziert man diese Gleichung aus und setzt die Grofien
H und K ein, so geht sie iiber in:

4(EMFN-F*NL-GEM®*+FLGM) G’L*+2GLEN—E°N®
— _D*H*—4F:NL—4GEM*-+-4GLEN-+4F2M?

— __D*H!—4F*(NL M%) +4GE(LN — M2

— _—D'H:—4R(EG—F?)

— D2(4K—H2) —0.

Da im betrachteten Falle D +0 ist, so bleibt als Bedingung:

K g
4

Diesen Wert K kann man in die fritheren Gleichungen (10)
einsetzen und erhadlt:

! Scheffers II. p. 114,
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1—kH-|—k*H
sis e SHR :
4—kH(4—kH)
H: — kH*f kD Hflﬁkﬁ+knﬂ
5 4 4
6..___-_.. : -H,_,.,_,—— k2 NS
p_kH+W-) ﬁ—kH+ Pﬂ
4 4
also ist:
: H*
577 2 :
1—kH-}— H?
X 4

Rus beiden Gleichungen fiir & und ©? folgt:
1
K= 5
i

d. h. auf einer Fldche, welche parallel einer gegebenen Fliche
ist, die eine Schar von <! Minimalgeraden besitzt, aber keine
Tangentenilédche einer Minimalkurve ist, liegt ebenfalls eine
solche Schar von Minimaigeraden.

Die Flachen, auf denen iiberall
D:VE6LPTO

ist, besitzen auch o' Minimalgeraden, bilden aber die Tan-~
gentenilache einer Minimalkurve.! Aus der Gleichung (7) geht
dann hervor, dafi dann auch die Paralleliliche einer solchen

Fldche eine Tangentenfliche einer Minimalkurve ist, da fiir
D =0 auch

D—\/C6—F—0

wird.

' Scheffers I p. 29.




. Andere spezielle Kurven, die sich auf Parallelildchen
I entsprechen.

Es sei noch in Kiirze einiger Kurven auf Parallelilichen
Erwihnung getan, die Mannheim' ndher untersuchte, der zu
einer Reihe von interessanten Beziehungen kam, von denen
| die wichtigsten hier auigezdhlt werden sollen.

I &,, G, ©, seien Parallelildchen zur Flache S und auf
' ihnen €, €, -+ €, Kurven, die der Linie C auf S entsprechen.
, Legt man durch entsprechende Tangenten aller dieser Rurven
! Ebenen, die aus den Parallelilichen Kurven ausschneiden,
| welche in den korrespondierenden Beriihrungspunkien der
I Tangenten von einem Kreise iiberoskuliert werden, so durch-
i schneiden die Radien dieser Kreise, die von den korrespon-
dierenden Punkten ausgehen, eine und dieselbe Gerade g.
i Steht eine von diesen Schnittebenen normal zu ihrer Flache,
il so sind auch alle iibrigen Schnitte auf den Parallelilichen
fif Normalebenen ihrer Flachen. Dieser letztere Satz wurde schon
it von Ribaucour aufgefunden und Gournier® hat daraus den
Schluff gezogen, dafi die Tangenten an den Normalschnitten,
welche durch Kreise iiberoskuliert werden, sich aul den Par-
allelflichen entsprechen. Mannheim folgert fiir diese charakte-
ristischen Schnitte weiter, dafi die Radien dieser Kreise auf
; einem Paraboloide liegen, welches die erwdhnte Gerade g ent-
If halt. Ferner schlieBt er daraus, dafl fiir solche Schnitte die
Il Mittelpunkte der geoditischen Kriimmung auf einer Geraden
enthalten sind, daf ferner die geoddtischen Rontingenzwinkel
in den korrespondierenden Punkten einander gleich sind.

Dann wendet sich Mannheim zu einer andern Gattung |
von Kurven auf Parallelflichen, nd@mlich zu den Kurven mit |
konstanter Normalkriimmung. Diese sind dadurch gekenn-
zeichnet, daB die Normalschnitte, welche ldngs derselben, d. h.
eine solche Kurve beriihrend, gefiihrt werden, gleiche Kriim-
mungsradien haben. FafBt man eine solche Rurve C auf S als

it I Sur les Surfaces Paralleles, Proceedings Lond. Math. Soc. 1881, XIL
I p. 177.
| ? Compt. rend. 1875.
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Leitlinie der Normalenilache auf, welche von den Normalen
lings dieser Rurve gebildet wird, so entstehen korrespon-
dierende Kurven €, €.+ € aul den Parallelilichen.

Sind P und 9P, entsprechende Punkte auf den korrespon-
dierenden Linien C und €, und zieht man aui &, eine Rurve
konstanter Normalkriimmung, die die Kurve €, im Punkie 33,
heriihrt und bestimmt schliefilich zu dieser Rurve das geo-
datische Kriimmungszentrum, so findet man, dafi der Ort dieser
Kriimmungszentren fiir alle Parallelilachen auf einer Geraden
enthalten ist und dafl die geodéatischen Kontingenzwinkel in
entsprechenden Punkten einander gleich sind.

Als dritte Gattung von Kurven auf Parallelflachen betrachtet
Mannheim jene, welche auf S eine Kurve C im Punkte P be-
rithrt und das eine System von Kriimmungslinien unter gleichem
Winkel schneidet.

Es gibt dann auf den Parallelilichen &, @, + & wieder
solche Rurven, welche die entsprechenden Kurven €,, €, - €,
in den entsprechenden Punkten 93,, B, beriithren und
die eine Schar der Rriimmungslinien unter demselben Winkel
schneiden. Fiir diese Rurven gelten dann dhnliche Sdtze wie
friiher, so z. B. liegen wieder die Mittelpunkte der geodatischen
Rriimmung in den entsprechenden Punkten dieser Kurven auf
einer Geraden.

Parallelfldchen bestimmter Arten von Flachen.

Macht man betrelfs der Kriimmung K und der mittleren
Rriimmung H der Originalilache gewisse Voraussetzungen, wo-
durch bestimmte Flachenklassen charakterisiert werden, so ge-
langt man zu wichtigen Sé&tzen iiber Original- und Parallel-
flachen. Weitere Eigenschaiten ergeben sich aus gewissen ein-
fachen Beziehungen, die zwischen den Griofien H und §, K
und & gemacht werden.

A.

Die gegebene Flache S sei von bestimmter, konstanter,
positiver, von Null verschiedener Kriimmung K und von be-
liehiger mittleren Kriimmung H.




Ronstruiert man zu dieser Fldache S zwei Parallelflachen
S,und S, im Abstande + k, so erhdlt man nach Gleichung (10):

H+2kK

{e ity i .
1¥kH-+k*K

Fiir den Fall, dafl k= + \;{ ist, wird:

H2\/ K 3
G =71/K
g \’-

\ K
Zu jeder Flache S von konstanter positiver Kriimmung K
gibt es also stets im Abstande k— +\ [1{- zwei Parallelildchen

S, und S, von konstanter mittlerer Kriimmung + \ K.

Die Fldache konstanter Rriimmung K =1 hat demnach im
Rbstande =+ 1 Parallelilichen von konstanter mittlerer Kriim-~
mung + 1.

Bezeichnet man jetzt die konstante positive Kriimmung
der Fldche S, der sogenannten Mittelflache von S, und S, mit

H*, so haben die Fldachen S, und S,, die sich im HAbstande iﬁ

von der Fldache S befinden, die konstante mittlere Kriimmung
H,=—H und H =H.

Betrachtet man S, als Originalildche und S, als die Par-

allelilache im Abstande k = -]i, so findet man aus den Glei-~

chungen (6):
C€=(1—Kk*H)E,
=l =) bs
G =(1—k*H) G.

Es besteht also die Proportion:
G O=E:E:G.

I P
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Die Fldchen S, und S, sind also konform aufeinander ab-
bildbar. Daher entspricht einem Isothermennetz auf S, wieder
ein solches auf S;. In diesem Falle, der friiher bei der Unter-
suchung {iber enisprechende Orthogonalkurven auf Parallel-
flichen ausgeschlossen wurde, trifft es zu, daff auBler den
Rriimmungslinien jeder Schar von Orthogonalkurven der einen
Flache Orthogonallinien auf der anderen Fldche entsprechen.

Ferner lafit sich fiir die eben betrachteten Parallelflichen
mit konstanter, entgegengesetzt gleicher, mittlerer Kriimmung
zeigen, dafi den Haupttangentenkurven auf der einen Fliche
eine Schar konjugierter Linien auf der andern parallelen Fliche
entsprechen.

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf
den Hsymptotenlinien eine Schar konjugierter Linien entspricht,
ist die, dafi zwischen den FundamentalgroBen die Bezichung:

N4 ANL—2WM=
besteht.! Fiir den eben betrachteten Fall ist nach (9), Seite 12:

¢—L+ 2 (EKLH)

oder:
g—ztl_|,
IN—2 FHH —M,
W=2 -GHK — N

Fiihrt man diese Werte £, 21, 91 in die Bedingungsgleichung
ein, so sieht man, daf§ sie erfiillt wird:

2%(EN—2FM-I—GL)—- 2(NL— M?)

oder:
2RD2—2KD2=0.

Sind P, und P, zwei entsprechende Punkte auf den Fldchen
S,und S, R, und R, die Hauptkriimmungsradien, M, und M,

' Bianchi-Lukat p. 293.
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il die Hauptkriimmungsmittelpunkte der als Originalildche an-
| genommenen Fldche S;, so findet man, dafl das Doppelver-
i héltnis der vier Punkte M,, M,, P, P, die aul einer Normalen
i | liegen, gleich —1 ist.

Es ist namlich:

2 2
M]pi Mlpu ; Rs -.Rl_i_ﬁ “-R'[R', H}
(MM, P,P) = SShET e Tt g s 5
| P,M, P;M, R, —+R, R:( 2 Rl)
' L2 2R R
Fiir H kann man setzen: R -—‘ll--Ru,'

Daher ist:

II (MIM_ Plpll.}:

RIRZ{-RI;R:j :'RlERJ_ R[R,‘""I'_R]
| 2R, R;:—R,R,(R,+R,) R°R,+R,

'R,
i
R

P, ist also der vierte harmonische Punkt.

|

.I Diese zuletzt betrachtete Eigenschait der zwei Flachen S,
|.|'. und S, brachte Thompson' auf den Gedanken, jene Fldche zu
(i suchen, fiir welche P, unter den Punkten M;, M, und P, der
' vierte anharmonische Punkt ist. Er fand aul ganz einfache :
Weise, dal in diesem Falle zwischen den reziproken Werten

der Hauptkriimmungsradien der Originalildche eine allgemeine

lineare Relation: ; J,—-; — ¢ bestehen mufi. Dann ist die kon-
1 2

e e T ]

| stante Strecke P, P, = 2 _‘C b und fiir die Parallelildche in dieser

Entiernung gilt die Beziehung g—|— ; = e
1 2

b
Gegeben sei eine Fliche S, fiir welche das Verhdltnis l_;{

eine Konstante ist. Fiir die mittlere Kriimmung & einer Par-
allelfliche besteht dann nach (10) die Formel:

ot

! American Journal XXIV. p. 308.



oder:

1 Hoa
—kp+k

Fiir jene Paralleliliche &, fiir welche k den Wert 2—}% hat,

ist § =0, also & eine Minimalfldche. Man kann daraus schliefien,
dafl jede Minimalildche parallel zu einer Fliche ist, fiir die das

Verhaltnis %: konst. ist und sich im Abstande 2]_11{ von dieser

Flache belindet. Dies gilt nur dann, wenn:

1 Helva:

R_k K _]_k jOu
also: = = -

1 2

K~ 2K K Tagt?
oder:

H?+4K

ist.

Die Gleichung H?—4R ist aber (nach Seite 26) die Be-
dingung dafiir, dafl die Fldache eine Schar von Minimalgeraden
enthdlt. Mit Ausschlufi der imagindren Flachen gilt also der
friihere Schlufl allgemein. Ebenso kann man auch beweisen, daf
bei allen Parallelflichen von Minimalflichen das Verhiltnis
9

e konst. ist,
Denn setzt man in den Gleichungen (10) H =0, so folgt:
g2k
1-+k*K
Ry H
Sl 5
1 k*K
also:
5 — — 2 k= konst.

R

1




C.

Die Originaliliche S sei eine Weingartensche Flache, fiir
welche beziiglich H und K die Relation besteht:

aK—bH-1|1=0.

Die Paralleliliche zu dieser Fliche S im Rbstande k=D
hat die Kriimmung:
() R fhe e R e 15k
EEHHCIE hr R a K- bR Shic—a

Ist b*+a, so hat die Paralleliliche eine konstante Kriim-~
mung . Da auch stets die Umkehrung gilt, kann man sagen,
alle Flichen, welche parallel sind einer Flache von konstanter
Kriimmung K, sind Weingartensche Fldchen. Das ersieht man
auch sofort aus Gleichung (11) fiir K:

R

1 Fk9 k'R

Ist K= konst., so besteht fiir die Paralleliliche die Be-

ziehung :

R+kK: 95+ Kk*—1)R=0,
oder:

a,—b,9H41=0.

Ist aber b?= a, besteht also zwischen den Grofien H und

K der Flache S die Relation:
b2 K—bH-+41=0.... (@),
so ist S eine Rohrenflidche. Sie ist die Umbhiillende einer Schar
von o' kongruenten Kugeln und wird in oo' Kreisen von den
Kugeln beriihrt. Aus dieser Entstehungsweise ergibt sich, daf
eine Paralleliliche von S in eine Linie ausartet, welche von den
Mittelpunkten der o' Kugeln gebildet wird. Man sieht auch nach
Gleichung (7):
=D {1 —kH-+k*K),

und aus (a), dal ® gleich Null ist, wenn b fiir k gesetzt wird.

Ebenso erhellt aus der Entstehungsweise, dafi alle anderen
Parallelilichen von Rohrenfldchen wiederum Rohrenflachen sind.

F o T S L

[T N N

u
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Mit Hilfe der Gleichungen (11) findet man dasselbe:

y bz ® bH-+2bkR
b?R—bH 1= = el ——F1=0,

- 1+Fk9-+k2 R l—{—kﬁ%k"’ﬁ‘_l_
oder:

b—K:R—(b—K)§--1=0....(b).

Vergleicht man (b) mit (a), so erkennt man, da (b) eben-
falls eine Rohrenilache darstellt.

Setzt man in der Gleichung (a) voraus, daf K eine
Ronstante ist, so mufi auch H eine von Null verschiedene
Konstante sein. Auch fiir die Parallelflichen ist dann nach
den Gleichungen (10) R und § konstant und zwar wird fiir
R=0 auch ®=0. Fiir den besonderen Fall, dal K=0
und H=0 ist, muB auch nach denselben Gleichungen (10)
8=0 und §=0 sein. Alle diese Spezialfille ergeben sich in
geometrischer Betrachtung als selbstverstindlich. Denn die
Flachen, deren beide Kriimmungen konstant sind oder fiir
welche H konstant und K =0 oder K=H-==0 ist, sind die
Rugelildchen, die geraden Kreiszylinder und die Ebenen. Ihnen
entsprechen infolge der Ubereinstimmung des Normalensystems
konzentrische Kugeln, gerade koaxiale Kreiszylinder oder par-
allele Ebenen.

D.

Thompson' untersuchte noch vier Flichen von Parallel-
flachen, fiir die zwischen den Kriimmungen der Originalildche
und Parallelfliche folgende einfache Relationen bestehen :

R=+K, §=+H.
1Eall: =K
Aus Gleichung (10) folgt dann:
REkRK—H)=0.
Fiir =0 erhdlt man nach (10) K —=0; diese Beziehung gilt
lir abwickelbare Fldchen. Fiir nicht abwickelbare ist:

kR—H =0 oder R—E,

' Hmerican Journal XXIV.
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es muf also das Verhdltnis % oder die Summe der Haupt-

kriimmungsradien R, R, konstant sein.
Setzt man in die Gleichung (10) diesen konstanten Wert
fiir k ein, so ergibt sich:

H—21 K
S R
1— T H K

Ist demnach die Summe der Hauptkriimmungsradien R -|-R,
der Originalildche S stets konstant, so hat die Parallelilache &
in der Entfernung R,-} R, dieselbe, aber entgegengesetzt be-
zeichnete mittlere Kriimmung der Originalilache; daher ist auch

B i S
. Q- b (R, +R,) = konst.
Fiir die Mittelfliche S’ dieser beiden Fldchen S und @ ist

die Distanz von S gleich ég, daher die mittlere Kriimmung

von S’:
pe By
| e (g R =0
= H He iom =
el el .
B R AR

Somit liefert ‘dieser erste Fall den Satz:

,Konstruiert man an den beiden Seiten einer Minimal-~
fliche (z. B. eines Katenoides) zwei dquidistante Parallelilachen,
so haben diese gleiche Hauptkriimmungen und absolut gleiche,
aber entgegengesetzt bezeichnete mittlere Kriimmungen und der
absolute Wert des Verhdltnisses aus der mittleren Rriimmung
und Hauptkriimmung ist gleich der Distanz der beiden aqui-
distanten Flachen.“

2. Fall: f=—R.

Setzt man in der Gleichung (10) fiir 8 den Wert — K, so
gibt dies:
K@2—k H-+k*K)—0.



Ist K von Null verschieden, so ist:

kK —kH--2=0.

oder:
Rl k H =
k:’
und
Q— _2_—~ k H.
k2

Die Mittelfliche S’ hat die Hauptkriimmung :

) R 4K
R —= 1 S -
1—2 H4+-—-K 4—2kH-+kK
Da aber kH—2=Kk®*K und 4 —2kH =—2k?*H ist, so ist
auch :
: i 4‘}=k0nst.

TL2KK4PR. | K

Bildet man also zu einer Fldche mit der konstanten,

negativen Hauptkriimmung — 4“ im HAbstande + 12( zwei Par-~

allelilichen, so haben diese gleiche, aber entgegengesetzt be-
zeichnete Hauptkriimmungen.

3. Fall: 5 —H.

Nach Gleichung (10) erhdlt man fiir diesen Fall:

H(l—kH-+k*K)=H—2kK,
oder:
k*KH=k (H*—2K).

Daher ist fiir k+0:
H 2 R-ERS

k= o AL, Sitty
K H R’+R,




R e

Fiir die Mittelflache ist das Verhaltnis:
H’ el H—kR 5. H

b

R’ R K
oder:

H‘: 2

e Al

!'__l__ ]
Da ferner nach (10) H=— l—ll( L Kk'—' ist,
1+—H-+|+—FK
2 4
so ist:
k I
1 e H}_' H1

_H’: s 2 - 4

K’ HeEE e R
oder:

Hs;’_2 I_{:_ 1 k:]_{:ﬁio‘

2

somit :

k2 Hie=E0 1 22 »92

= - =R et
C S —RIR,

Der Fall 3 enthilt also den Satz: ,Errichtet man iiber
eine Fldche, fiir welche die Summe der Quadrate der beiden

;u hat, zwei Par-

allelilachen im Hbstande +-12(, so haben sie gleiche mittlere

Hauptkriimmungsradien den konstanten Wert

Kriimmung.“

4. Fall: 9—— .
Dies gibt nach (10):

—HU—kH-+k*R)=H—2kR,
oder:
(kK—H) (kH—2)=0.

Setzt man den ersten Faktor gleich Null, so liefert das

den Fall1; kH—2=—0 oder k 1271 wurde frither unter A
behandelt.
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Zum Schlusse des ersten Teiles sei noch erwdhnt, daf}
man die Theorien der Parallelflichen insoferne zu erweitern
suchte, als man solche Fldachen als Parallelilachen bezeichnete,
welche in entsprechenden Punkten parallele, aber nicht die~
selben Normalen haben. Die bisher betrachteten Parallelildchen
wdren demnach nur ein spezieller Fall der eben definierten
Parallelildachen.

Enneper' hat die Differenzialgleichungen fiir solche Par-
allelilichen aufgestellt und deren Fundamentalgrofien durch
die der Originalilache ausgedriickt. Chini® hat dann weiter ge-~
zeigt, dafl in vielen Féllen derartige Parallelflachen dieselben
Eigenschaiten auiweisen wie die eben betrachteten.

i Uber eine Erweiterung des Begrifies der Paralleliliche.“ Gitt. Nachr. 1870.
? ,Sopra una Classe die Superficie.* Giorn. di Mat. XXVII.

SR,
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