]J! den folgenden Zeilen will ich fiir einige einfache planimetrische, trigono-
metrische und stereometrische Siitze Beweise geben, die nur sehr wenig oder noch gar
nicht bekannt zu sein scheinen. Zun dem Zwecke habe ich soviele neuere und iltere
Lehrbiicher” durchgesehen, als in den wenigen Wochen, die mir zur Anfertigung dieser
Arbeit zur Verfiigung standen, sich ermoglichen liefs; das Verzeichnis derselben befindet
sich alphabetisch geordnet auf den letzten Seiten. Natiirlich kann ich auf Grund dieses
Materials nicht mit Sicherheit behaupten, dafs die vorgetragenen Beweise wirklich neu
sind; hédtte ich aber noch so viele Biicher benutzt, so wiirde ich doch nie die Behauptung
anfstellen konnen, dafs die Beweise noch nie verbffentlicht worden sind, So habe ich
bis kurz vor der Ablieferungz dieser Arbeit zur Druckerei geglaubt, dals der in § 2 ge-
brachte Beweis nen sei, wihrend ich ihn schliefslich noch in dem Lehrbuche von Schindler
und zum Teil auch in dem von Worpitzky fand. Sollte ich auch mit den Beweisen im
stereometrischen Teile, speziell in § 11, nichts Neues bringen, so mufs ich mich mit dem
Gedanken zufrieden geben, dafs selbst solchem ausgezeichneten Kenner der mathematischen
Litteratur wie Schotten es passieren konnte, dals er einen Beweis filr neu hielt, der in
einem ganz bekannten Lehrbuche schon friiher mitgeteilt worden war. Im zweiten Teile
geines vortrefflichen Werlkes: Inhalt und Methode des planimetrischen Unterrichts (Leipzig,
1893, Teubner) sagt er auf Seite 852: ,,Jch bemerke iibrigens ausdriicklich, dafs es mir
sanz wunderbar erscheint, dafs kein Lehrbuch fiir die Gleichheit der Scheitelwinkel einen
andern Beweis zu erbringen weils, als mit Hiilfe der Nebenwinkel. Und doch ist, wenn man
unsere Winkeldefinition zu Grunde legt, kein einfacherer, natiirlicherer Beweis denkbar als
der folgende. Man lasse die eine Gerade sich um ihren Scheitelpunkt drehen. Sowie sie
dann mit der andern noch einen zweiten Punkt gemeinsam hat, fillt sie mit dieser
vollig zusammen. Die beiden Scheitelwinkel erfordern also dieselbe Drehung — resp.
entstehen durch dieselbe Drehung —, so dafs sie nach unserer Erklirung eo ipso
auch als gleich erkannt werden. Soweit ich mich erinnere, habe ich diesen hochst ein-
fachen, anschaulich evidenten Beweis fiir die Gleichheit der Scheitelwinkel nirgends ge-
funden.”* In dem Lehrbuche von Gallenkamp aber, das bei gedriingter Kiirze einen
finfserst reichen Inhalt besitzt, findet sich zundichst (§ 8) die auch von Schotten empiohlene
Erklirung des Winkels als das Mals der Drehung, welche erforderlich ist, um von der
einen Linie zor anderen za gelangen, und dann ist (§ 11), bevor noch die Nebenwinkel
erllirt werden, der Satz angeeeben: .,Scheitelwinkel sind gleich, denn sie sind das Mals

dergelben Drehung.*
1*
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Wenn ich demnach auch nicht mit vélliger Sicherheit behaupten kann, dals die
Beweise neu sind, so finden sich jedenfalls dieselben dufserst selten in Lehrbiichern; da-
her glaube ich, dafs dieselben in Kollegenkreisen Interesse erwecken werden.

Eine andere Frage ist es, ob die gegebenen Beweise ebenso gut oder besger als
die iiblichen sind. Natiirlich kann ich ein unparteiisches Urteil dariiber nicht féllen; um
ein solches zu hiren, erlaube ich mir eben, die Beweise einem grifseren Kreise bekannt
zn geben. Sollte der eine oder andere Beweis als brauchbar fiir den Unterricht befunden
werden, so ist der Zweck der Arbeit erreicht. Aus diesem Grunde gebe ich auch die
folgenden Beweise in voller Breite und Ausfiihrlichkeit, so dafs sie direkt in dieser Form
den Schiilern mitgeteilt werden kénnen.

I. Abschnitt. Die Inkongruenz der Dreiecke.

§1. Lehrsatz. Bleibt in einem rechtwinkligen Dreiecke die eine Kathete un-
geiindert und wichst die andere, so wichst auch deren Gegenwinkel und die Hypotenuse.
(Figur 1.)

Voraussetzung: CD > CA.
Behauptung: BD >BA; ACBD > CBA.
Beweis: ABAD >R als Nebenwinkel eines spitzen Winkels.
" BD > BA., Dem grifseren Winkel eines Dreiecks liegt die
grifsere Seife gegeniiber.
ACBD > CBA, Das Ganze ist griifser als jeder seiner Teile,

Umkehrung. Bleibt in einem rechtwinkligen Dreiecke die eine Kathete un-
gefindert und wiichst die Hypotenuse, so wiichst auch die andere Kathete und deren
Gegenwinkel.

Umkehrung. Bleibt in einem rechtwinkligen Dreiecke die eine Kathete un-
geiindert und wiichst der anliegende spitze Winkel, so wachsen auch die beiden anderen
Seiten.

Beide Umkehrungen sind direkte Folgerungen aus dem ersten Lehrsatze.

§ 2. Lehrsatz. Bleibt in einem rechtwinkligen Dreiecke die Hypotenuse un-
geiindert und wiichst eine Kathete, so wiichst auch deren Gegenwinkel und die andere
Kathete nimmt ab. (Figur 2.)

Voraussetzung: 1) DE= AB; 2) CE > CB.
Behauptung: CD < CA; ACDE>>CAB.
Beweis: Man verbinde A mit E, so ist:
AB< AE nach Vorauss. 2 und § 1
also DE<  AE nach Vorauss. 1
CD < CA nach § 1 Umkehrung
und alsdann ACDE > CAB als Aulsenwinkel des Dreiecks ADF,

Umkehrung. Bleibt in einem rechtwinkligen Dreiecke die Hypotenuse un-
geiindert und wiichst ein spitzer Winkel, so wichst die Gegenkathete und die anliegende
Kathete nimmt ab.

Isf eine direkte Folgerung aus dem Lehrsatze.
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&3, Folgerungen. Wiichst in einem Kreise eine Sehne, so wiichst der kleinere
der beiden zugehdrigen Bogen und ihr Mittelpunktsabstand nimmt ab. (Figur 3.)

Beweis, Der Mittelpunktsabstand, der Radius zu einem Endpunkte der Sehne
und die Hilfte dieser begrenzen ein rechtwinkliges Dreieck, auf das § 2 angewendet
werden kann. Ferner ist Bogen CJ > AH, weil der Centriwinkel durch den zugehdrigen
Bogen gemessen wird; folglich Bogen CD > AB.

1. Umkehrung. Wichst in einem Kreise der Abstand einer Sehne vom Mittel-
punkte, so nimmt die Sehne und der kleinere zugehdrige Bogen ab. Beweis ebenso.

2. Umkehrung. Wichst im Kreise ein Bogen, ohne den Halbkreis zu iiber-
schreiten, so wichst die zugehdrige Sehne und ihr Mittelpunktsabstand nimmt ab. Be-
weis durch § 2. Umkehrung.

Den vorstehenden Sitzen und Beweisen mochte ich einige Bemerkungen hinzu-
fiigen. Die Wortfassung derselben weicht von der in fast allen Lehrbiichern gebriuch-
lichen wesentlich ab; so millste § 2 in der gewihnlichen Fassung lauten: Haben zwei
rechtwinklige Dreiecke gleiche Hypotenusen und ist eine Kathete des einen Dreiecks
grifser als eine des andern etec. Ich halte die von mir gewihlte Fassung, die ich bei
ihnlichen Sitzen nur bei Baltzer, Gallenkamp und A. Gauss gefunden habe, deshalb
fiir geeigneter, als in der neueren Geometrie mehr und mehr das Bestreben sich geltend
macht, die Figuren nicht wie bei Euklid als starre Gebilde zu betrachten, sondern als
bewegliche, verinderliche Gestalten; gerade dadurch wird auch im Unterrichte das Interesse
an dem Gegenstande erhéht, dals den Figuren gewissermalsen Leben und Beweglichkeit
eingeflifst wird und wenn die Schiller sehen, wie aus einer Figur sich anders gestaltete
entwickeln, wie spezielle Fille als Grenzen allgemeinerer aufgefafst werden kinnen, wie
dies bei Besprechung der Tangenten wohl allgemein schon iiblich ist.

Was die Sitze selbst anbetrifft, so findet sich § 2 verhiltnismiifsig selten in den
Lehrbiichern, wihrend § 1 fast iiberall vorhanden ist, allerdings in anderer Form und
meist mit Weglassung der Winkeleigenschaft; dagegen werden fast in allen Biichern die
beiden Inkongruenzsitze des Euklid (Buch 1, Satz 24, 25) gegeben niimlich: ,Stimmen
zwei Dreiecke in zwei Seiten iiberein, aber nicht in dem von diesen eingeschlossenen
Winkel, so ist die dritte Seite in demjenigen Dreiecke grifser als im anderen, welches
den grifseren eingeschlossenen Winkel hat* und die Umkehrang dieses Satzes.

Sowohl der Wortlaut als erst recht die Beweise dieser Sitze sind fiir Tertianer
nach meiner Erfahrung stets eine Quelle des Entsetzens, nur wenige werden in das
Verstiindnis der Beweise eindringen, und bringt man in den héheren Klassen wieder ein-
mal die Sprache auf diese Sitze, so ist bei den meisten Schiilern die Erinnerung daran
verloren gegangen oder so verblalst, dafs sie von neuem entwickelt werden miissen. Die
Lehrsitze sind eben schon der Schwerfilligkeit des Ausdrucks wegen auch bei Lehrern
nicht beliebt; die Sitze, bei denen sie Verwendung finden, sind zu zihlen, weil andere
Beweismittel wenn irgend angiingig bevorzugt werden.

Aus diesen Grilnden lasse ich die erwihnten Sitze seit mehreren Jahren schon
ganz aus dem Unterrichte in den mittleren Klassen weg; auf dieser Stufe sind sie nur
bei #nfserst wenigen, nebensiichlichen Ubungssitzen, die man ohne Schaden weglassen
kann, wirklich notwendig; in den oberen Klassen ersetzt sie der Kosinussatz.
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Dagegen halte ich die Einfihrung des § 2 in den Unterricht der Tertia fiir
zweckmifsig. In den mir bekannten Lehrbiichern, die diesen Satz bringen, wie Dronke,
Féaux-Busch, Focke-Krass, Schwering-Krimphoff wird er durch An- oder Aufein-
anderlegen der Dreiecke mit der Hypotenuse und Benutzung der Grolsenbeziehung von Teil-
winkeln des Rechten bewiesen; einige wie v. Hallerstein und Reidt-Schotten geben ihn
ohne Beweis. Dobriner benutzt ungefihr dieselbe Figur wie ich, beweist den Satz aber
auf indirektem Wege. Zudem klingt der Satz bei ihm hichst eigentiimlich, Er nennt die
Gesamtheit aller Strecken zwischen einem festen Punkte und den Punkten einer Geraden
einen ebenen Kegel; die einzelnen Strecken heifsen seine Kanten, das Lot die Haupt-
kante; derjenige Kegel heilst der griffsere, der die grofsere Hauptkante hat; die feste
Gerade heilst die Leitlinie, das Stiick zwischen dem Fulspunkte der Hauptkante und
dem Endpunkte einer Kante heilst der zur Kante gehorige Abschnitt. Dann heilst der
Satz: Der grofsere von zwei Kegeln hat bei gleicher Kante den kleineren Abschnitt.
Diese ganze Bezeichnungsart ist gewils recht originell, aber warum tant de bruit pour
une omelette? Wie man sieht, fehlt auch bei Dobriner die von mir ausgesprochene
Winkeleigenschaft. Worpitzky giebt die Seiteneigenschaft genau wie ich; fiir die Winkel-
eigenschaft aber braucht er eine ganz andere Figur. Wie schon in der Einleitung er-
wihnt worden ist, findet sich bei Schindler der Beweis, wie ich ihn gegeben habe; bei
ihm lautet der Satz: Wenn zwei rechtwinklige Dreiecke gleiche Hypotenusen haben, so
entspricht der Ungleichheit des einen Katheten-Paares dieselbe Ungleichheit ihrer Gegen-
winkel, jedoch die umgekehrte Ungleichheit des anderen Katheten-Paares und ihrer
Gegenwinkel. Ich kann nicht umhin, meine Wortfassung fiir kiirzer und deutlicher
zu halten.

Sowohl der Text des Satzes als der Gang des Beweises schlielst sich in der von
mir gewiihlten Weise eng an den vorangehenden Satz an, und ich glaube daher bei
mehrjihriger Benutzung desselben im Unterrichte bemerkt zu haben, dafls der Beweis
desselben den Schiilern nicht sonderlich schwer wird. Vor allen Dingen priigt sich der
Satz selbst den Schiilern leicht ein, weil er sofort Benutzung bei der Kreislehre findet,
wie ich § 3 gezeigt habe; ferner wird er bei der Determination von Konstruktions-
aufgaben mehrfach herangezogen; es leuchtet ferner auf den ersten Blick ein, dals die
Siitze der 83 1 und 2 bei der Erklirung der trigonometrischen Funktionen und der
Besprechung des Verlaufs derselben von grofster Wichtigkeit sind.

Hierbei miéchte ich noch erwiihnen, dals die gewohnlichen Beweise des Satzes
vom Mittelpunktsabstande ungleicher Sehnen auch zu denen gehdren, von denen die
Schiller sagen: sie gefallen uns nicht. Je grofser die Zahl der Ungleichheiten in einem
Beweise und der Wechsel zwischen Winkel- und Seiteneigenschaften, um so schwerer
wird dem Anfinger das Verstéindnis werden; daran gerade leidet der am meisten vor-
kommende Beweis, wie er sich beispielsweise bei Martus und Spieker findet. Andere
wie Legendre, Mehler, Rouché-de Comberousse beweisen zuniichst mit Hilfe des
Inkongruenzsatzes, fiir dessen Wegfall ich eintrete, dals zum grifseren Bogen die grifsere
Sehne gehért, wihrend Henrici- Treutlein dieselbe Eigenschaft mit Hilfe des Satzes
beweist, dals ein Punkt aufserhalb des Mittellots der Verbindungslinie zweier Punkte dem
Punkte auf seiner Seite nither liegt als dem andern. Dals alle diese Methoden den Schiilern
nicht recht zusagen, ist bekanut; einige wie Holzmiller, Kries, Struve; Weide-
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mann beweisen daher den Sehnensatz erst nach dem Pythagoras. .,Um in der Kreislehre
langathmige Erfrterungen iber die Abstinde der Sehnen vom Kreismittelpunkte zu er-
sparen®, wie Holzmiiller selbst sagt, schaltet er den pythagoreischen Lehrsatz nach
den Vierecksiitzen und vor die Kreissiitze ein. Es macht aber der Beweis des Sehnen-
satzes unter Zuhilfenahme von Flichensitzen sehr den Eindruck, den Jacobi als Schiefsen
mit Kanonen auf Sperlinge bezeichnete, und das gerade mochte Holzmiiller, wie er in
dem Begleitworte zu seinem Lehrbuche sagt, gern vermeiden.

Was iibrigens den Beweis des Pythagoras anbetrifft, so stimme ich vollig mit
Holzmiiller darin iiberein, dafs der gewdhnliche Beweis durchaus nicht der anschaulichste
und einfachste ist und seinem Beweise entschieden der Vorzmg zu geben ist. Ich michte
mir gestatten hier den Beweis einzuschalten, den ich den Schillern gebe und der sich in
mehreren Lehrbiichern wie Mink-Arndt, Lazzeri-Bassani, Stréll findet und der nur
einer Figur statt zweier bei Holzmiiller bedarf. Ich gebe zunichst die Aufgabe: die Summe
zweier Quadrate in ein Quadrat zu verwandeln. Die gegebenen Quadrate seien BCDE
und DFGH (Fig. 4); man trage die kleinere Quadratseite von C bis A ab und erhilt
ADB als Seite des gesuchten Quadrats; die Schiller konnen die Figur BEHGFC in Karton-
papier herstellen und sehen, dals zwei Schnitte AB und AG geniigen, um die Verwand-
lung zu bewerkstelligen. Darauf erst gehe ich auf den Lehrsatz selbst ein, dessen Be-
weis sich folgendermalsen an die Figur ankniipft: Man trage das Quadrat ilber der
kleineren Kathete b neben dem Quadrate fiber der grifseren a an, verlingere DE iiber
E um b bis J und verbinde J mit B und G, und G mit A, so ist:

AABC=GAF =2 GJH=JBE
wegen der Gleichheit der Katheten. Hieraus folgt:
1) ABIG=BEHGFC=a® -} b®, :
2) ABJG ist ein Rhombus,
3) ABJE 4+ EJG =907,
also ist ABJG das Quadrat iiber ¢, d. h.

¢'=a%-| b°

,,Des Eukleides stelzbeiniger, ja, hinterlistiger Beweis** des pythagoreischen Lehr-
satzes ist dem auf direkte Anschauung gerichteten Geiste Schopenhauner’s hichst zu-
wider; er giebt (die Welt als Wille und Vorstellung, herausgeg. von Grisebach, pag. 118,
Leipzig, Reclam) die bekannte, triviale Figur, die fiir ein gleichschenkliges Dreick ohne
weiteres die Richtigkeit des Satzes lehrt. ,,Auch bei ungleichen Katheten mufls es sich
zu einer solchen anschaulichen Uberzeugung bringen lassen*, fiigt er hinzu, ohne eine
derartige Figur angeben zu kinnen; ich glaube die hier benutzte Figur witrde, was
Evidenz anbetrifft, die Anspriiche des gritblerischen Frankfurters befriedigt haben.

Nach dieser Abschweifung komme ich zu dem § 3 gegebenen Beweise zuriick,
der alle Schwierigkeiten vermeidet und beide Behauptungen, fiir den Bogen und den
Mittelpunktsabstand, gleichzeitig erledigt. Zum Schlusse dieser Bemerkungen mdichte ich
demnach den Wunsch aussprechen, die gewihnlichen Inkongruenzsiitze als wesentliche
Bestandteile des Unterrichtsganges fallen zu lassen; dals sie auch in der Stereometrie
bei Ableitung der Eigenschaften des Neigungswinkels einer Geraden gegen eine Ebene,
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bei welcher Gelegenheit Kambly-Roeder und Nagel sie iiberhaupt erst beweisen, sehr
wohl entbehrlich sind, werde ich im dritten Abschnitte zeigen.

Dagegen erachte ich es fir zweckmiilsig, die in den §§ 1 und 2 gegebenen Siitze
als wesentliche Sitze in den Unterricht aufzunehmen. Neu kommt fiir die meisten
eigentlich nur § 2 hinzu; eine Mehrbelastung der Schiiler tritt dadurch nicht ein, da der

Beweis sich eng an § 1 anschliefst und zudem der Wegfall der iiblichen Beweise fir § 3
wesentlich erleichternd wirkt.

[I. Abschnitt. Die Hauptformeln zur Berechnung schiefwinkliger Dreiecke und
die Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen.

§ 4. Fillt man in einem beliebigen Dreiecke (Figur 5) von einer Ecke das Lot
auf die Gegenseite, so ergiebt sich aus den beiden rechtwinkligen Teildreiecken, wenn
die beiden Grundwinkel spitz sind:

1) h=asing; h=bhsine

2) p=—acosf; q=bhcosa

Ist dagegen ein Grundwinkel z B. e« stumpf (Fig. 5a) und bezeichnet man seinen
Nebenwinkel mit «', so bleiben in diesen Formeln die ersten Gleichungen ungeiindert,
dagegen gehen die zweiten iiber in:

h=" sin &'
q=Dbcos «

also vermoge der bekannten Beziehung:

gine' —=sgine und cose'—=— cos
n
h="bsin «
q=——Dbcos e

Daraus erkennt man, dafs 1) fiir alle Dreiecke giltig ist, dals dagegen fiir einen
stumpfen Winkel « die zweite Gleichung sich verwandelt in:

2a) =—acosf; gq=—bcosea

§ 5. Durch Gleichsetzung der rechten Seiten von 1) und Division durch sin « sin g
erhiilt man:
a b

3) Shd b
sine sin @

Die durch diese Gleichung ausgedriickte Grilsenbeziehung zwischen zwei Seiten
und ihren Gegenwinkeln ist matiirlich unabhiingig davon, welche Ecke man mit A resp. B
oder C bezeichnet hat. Setzt man in der Figur an Stelle von A, B, C resp. B, C, A
und dann C, A, B, so mufs man natiirlich um die alsdann giltige Gleichung 3) zu er-
halten die griechischen und kleinen lateinischen Buchstaben in derselben Reihenfolge
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wie die grofsen verschieben. Zu jeder Gleichung, die man fiir ein beliebiges Dreieck
abgeleitet hat, gehiren demnach noch zwei andere, die dann von selbst richtig sind und
die durch solche Verschiebung der Buchstaben, die man eine cyklische nennt, entstehen.
Die auf diese Weise ans 3) folgenden Gleichungen lauten:
: b [ c a
34) __— md —=—_—,
sin 4 sin y 8N ¥ 8in ¢
Bezeichnet man den gemeinsamen Wert der in 3) und 3a) auftretenden DBriiche
mit d, so kinnen die Gleichungen in folgende fortlanfende Gleichung zusammengefalst

werden :
a b C
"1.) T — p_— — [I
sine sSinf  Sin oy
Diese Gleichungen heifsen der Sinussatz.

§ 6. Durch Addition der Gleichungen 2) oder Subtraktion der Gleichungen 2a)
ergiebt sich:
a) c=acos -+ bcos a.

Da fiir spitze und stumpfe Winkel dieselbe Gleichung sich ergiebt, so ist aueh 5) fiir
alle Dreiecke giltig; nach der Bemerkung in § 5 tber die Verschiebung der Buchstaben
bestehen demnach auch noch die Gleichungen:

" a=—"bcos y - ¢ cos @,
da)
b=ccosc -} acosy.

Die Gleichungen 5) und 5a) heifsen der Projektionssatz.

§ 7. Multipliciert man jede Gleichung des Projektionssatzes mit ihrer linken
Seite und subtrahiert alsdann eine Gleichung von der Summe der beiden anderen,
so folgt:
(] a'+b*—c*=2abecosy

und die beiden entsprechenden; diese Gleichung heilst der Kosinussatz.

Mit Hilfe des Sinus- und Kosinussatzes lassen sich die vier Hauptaufgaben, d. h,
die Aufgaben, die aus den Kongruenzsitzen hervorgehen, ldsen,

§ 8. Ersetzt man in 5) die Seiten vermige 4) durch d, so erhiilt man:

d sin y = d sin « cos f + d cos « sin §;
dividiert man durch d und bericksichtigt die Gleichung:
sin y = sin (¢4 §8),

so folgt:
D) sin (& - ) = sin « cos § - cos e sin 8.

Diese Gleichung ist zuniichst nur giltig, sobald jeder der drei vorkommenden Winkel
zwischen 0° und 180° liegt.

§ 9. Multipliciert man 5) mit cos e, subtrahiert b und beriicksichtigt die letzte
Gleichung 5a), so folgt:

—acosy—acosecos -+ bcos e—1);

Sophion-Healgymn, 1801,




e ] |
dividiert man durch a und benutzt die Gleichung:
8in® e« + cos® & = 1,
50 geht die letzte Gleichung iiber in:

Vi
— (0S5 y — COS & oS f sin’ e,

a
Nun ist:
— 08 y = ¢o08 (z+A8)

b sin &
und nach 4) =

i) sin e
also:
8) 08 (e~ 3) = cos « cos § — sin « sin 4.

-

§ 10. Setzt man in 7):

T — ]an’ - cg’_
80 ergiebt sich:

sin [180° — (&' — 8)] = sin (180° — &') cos § - cos (180°—&') sin &,

oder nach Weglassung des Strichs:

9 sin (&— f#) = sin « cos f — cos w sin 8
und ebenso aus 8):

10 cos (e —f) = cos « cos f - sin « sin f.

Fiir alle in 8)—10) vorkommenden Winkel gilt dieselbe Beschrinkung wie in 7).
Diese vier Gleichungen heilsen die Additionstheoreme fiir Sinus und Koginus.

Die in den §§ 4—10 gegebenen Entwickelungen sind in ihren Einzelheiten, aus-
genommen vielleicht § 9, vollig bekannt, aber die hier gegebene Zusammenfassung und
gleichzeitige Ableitung von trigonometrischen und goniometrischen Formeln habe ich
nirgends gefunden. Und doch scheint mir die Ableitung eine sehr natiirliche und ein-
fache zu sein; mit einer einzigen resp. zwei Figuren lassen sich ohne nennenswerte
Rechnung der Sinus- und Kosinussatz, also die Grundformeln der Trigonometrie, und die
Additionstheoreme, und zwar sofort fiir Winkel bis 180° ableiten; deshalb méchte ich
mich gegen die kiinstliche Trennung von trigonometrischen und goniometrischen Formeln
aussprechen, wie die Lehrpline von 1892 verlangen. Wie ich hier gezeigt zu haben
glaube, ist es ohne erhebliche Mehrbelastung der Schiiler moglich, sogleich mit den
trigonometrischen auch die goniometrischen Grundformeln abzuleiten und auch ein-
zupriigen. Wie weit man in der Entwicklung spezieller trigonometrischer resp. gonio-
metrischer Relationen beim Anfangsunterrichte geht, wird dem einzelnen Lehrer zu iiber-
lassen sein; jedenfalls halte ich es fiir zweckmiilsig, wenn beim Eintritte in die Ober-
sekunda die Grundlagen der Goniometrie und Trigonometrie gelegt sind, so dafs sieh dar-
auf als sicherem Fundamente der weitere Unterricht aufbauen kann.

Wie aus den Entwicklungen ersichtlich ist, setze ich die Werte der Funktionen
stumpfer Winkel und die Formel sin® e 4 cos* @ =1 fiir ebensolche Winkel als bekannt
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vorans. Uber die zweckmifsigste Art der Erweiterung der Definitionen von spitzen Winkeln
auf beliebige sind die Ansichten momentan geteilt; im wesentlichen sind es drei verschiedene
Wege, die cingeschlagen werden. Die ilteren Lehrbiicher wie Crelle, Grunert, van
Swinden und ebenso die iiberwiegende Mehrzahl der neneren Biicher verfolgen einen beweg-
lichen Schenkel im Kreise, dessen Radius von den neueren Autoren als Mafseinheit gewiihlt
wird; man gelangt so auf einfache Weise zu den Werten der Funktionen beliebiger
Winkel. Andere, wie Hub. Miiller und Schwering, wiihlen den fiir spitzwinklige Drei-
ecke bewiesenen Sinus- und Kosinussatz als Ansgangspunkt fiir die Verallgemeinerung,
withrend eine dritte Gruppe, zu der Bohnert und Bork-Crantz-Haentzschel gehiren,
goniometrische Siitze als allgemeingiltig wiihlen.

Schligt man den zweiten Weg ein, so kann man denselben nicht zur Erklirung
der Funktionen iiberstumpfer und negativer Winkel benutzen; deshalb geht Hub. Miiller
zu diesem Zwecke zum dritten Wege iber und wiihlt nun die Additionstheoreme zum
weiteren Ausgangspunkte. Die Mangelhaftigkeit des zweiten Weges leuchtet hieraus ein.
Der dritte Weg ist entschieden besser; vom rein wissenschaftlichen Standpunkte ist es
jedenfalls am strengsten, die Additionstheoreme zu Grunde zu legen; wichtiger aber als
der wissenschaftliche ist fir den Anfangsunterricht der piddagogische Standpunkt und
der scheint mir filr den ersten Weg den Ausschlag zu geben.

Bei dem letzten Wege miissen zuniichst die Additionstheoreme fiir spitze Winkel
abgeleitet werden und aus diesen Formeln durch Fortsetzung die Werte der Funktionen
beliebiger Winkel gewonnen werden. Aber ich glaube, dafs die Additionstheoreme wegen
der vielen darin auftretenden Funktionen und Winkel auf den Lernenden als Definitions-
gleichungen verwirrend wirken; deshalb sind vom piidagogischen Standpunkte aus die
Additionstheoreme als Ausgangspunkt fir die Verallgemeinerung der Funktionen zu
verwerfen.

Bork-Crantz-Haentzschel withlt nun nicht die allgemeinen Additionstheoreme,
sondern die Formeln fiir die doppelten Winkel als Definitionsgleichungen; diesem Wege
haftet aber derselbe Mangel wie dem von Schwering beschrittenen an: es ist nicht
mbelich, anf diese Weise zu den Werten der Funktionen negativer Winkel zu gelangen,
ohne eine neue Annahme zu machen.

In der wissenschaftlichen Beilage zum Jahresbericht des Kollnischen Gymmasiums
zu Berlin Ostern 1900 hat Haentzschel die Periodizitit als solche neue Annahme ge-
wiihlt; auf meine hierauf zielende Bemerkung in Jahrgang 6 der Unterrichtsblitter fiir
Mathematik und Naturwissenschaften, herausgeg. von Schwalbe und Pietzker (Berlin 1900,
Salle), hat darauf Haentzschel in seiner Entgegnung in derselben Zeitschrift aus seinen
Definitionsgleichungen die Newton’schen Reihen abgeleitet, um daraus die Funktionen nega-
tiver Winkel zu gewinnen. Abgesehen davon, dafs dieser Weg piidagogisch wohl ganz unmog-
lich wiire, mufs nun die Annahme gemacht werden, dafs die fiir positive Werte des Arguments
abgeleiteten Reihen allgemein giltig sind, oder es miifste den Schiilern gezeigt werden
konnen, dafs eine Potenzreihe in ihrem ganzen Konvergenzbereiche nur eine einzige
Funktion darstellt. Wie wichtig aber gerade schon fiir den Anfangsunterricht die nega-
tiven Winkel sind, habe ich in meiner oben erwihnten Notiz niiher auseinandergesetzt.

Meiner Ansicht nach bleibt daher der erste und iilteste Weg der pidagogisch
einzig richtige,
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Was nun die einzelnen Entwicklungen in den vorangehenden Paragraphen an-
betrifft, so diirfte zuniichst die Breite der Besprechung der cyklischen Verschiebung auf-
fallen; es ist dies absichtlich in Hinblick darauf gesehehen, dafs aufser in vielen anderen,
auch in so vorziiglich gearbeiteten Biichern wie Rausenberger, Schlémilch, Wheeler

i L a h . ; J : :
nach Ableitung der Formel —— = durch Benutzung einer zweiten Héhe die Glei-
gine  &in #

chung -—,h-— S abgeleitet wird. Ich halte es, so unbedeutend an sich die Sache ist,
sin #  sin y

fir nitig, den Schillern zu sagen, dafs die erste Gleichung ohne weiteres die anderen
enthiilt. Die meisten Schiller werden dabei stutzen, weil sie zu sehr dazu neigen, den
Buchstaben eben nur als solchen und nicht in seiner Bedeutung aufzufassen; hiervon mufs
man sie aber soviel als moglich abbringen. Je mehr die Rechnung sich der Geometrie
bemiichtigt, um so mehr mufs man jede Gelegenheit benutzen, die Schiiler auf die Be-
deutung der Buchstaben aufmerksam zu machen, sonst artet das Rechmen in &den.
gedankenlosen Schlendrian aus. Fafst man die Gleichung in Worte, so erhiilt man den
Satz: Eine beliebige Dreieckseite verhiilt sich zum Sinus des Gegenwinkels wie eine be-
liebige zweite Seite zum entsprechenden Sinus; daraus leuchtet die Richtigkeit der beiden
anderen Gleichungen sofort ein.

Hiufig wird der Sinussatz mit Hilfe des Umkreises abgeleitet, wodurch sofort die
geometrische Bedentung der drei Briiche klar wird. Ich bevorzuge den oben einge-
schlagenen Weg, weil es dadurch ermiglicht wird, die Hauptsitze der Trigonometrie —
die Relationen nur zwischen Seiten und Winkeln eines Dreiecks — aus einer Quelle ab-
zuleiten; es ist selbstverstiandlich, dals ich spiter die geometrische Bedeutung von d den
Schillern erklire, aber gewissermafsen als eine Eigenschaft von sekundirer Wichtigkeit.

Die hochst einfache Ableitung des Kosinus- aus dem Projektionssatze habe ich
nur bei Crelle, Menten, Spitz und vielleicht noch vier bis fiinf anderen Autoren re-
funden; die iibrigen Hauptformeln lassen sich unter Benutzung goniometrischer Relationen
aus diesen Sitzen rechnerisch ableiten. Allerdings gebe ich zuniichst den Schitlern sowohl
fiir den Tangentensatz und die Cagnoli’schen (Mollweide'schen) Formeln, als auch fiir
den Halbwinkelsatz die geometrischen Ableitungen und erst nachher die goniometrischen.
Dadurch bin ich aber der Notwendigkeit iiberhoben, die Schiller darauf anfmerksam zu
machen, dals die Formeln unabhingig von den Eigentimlichkeiten der speciellen Figur
allgemeine Geltung haben; so lernen die Schiiler den Nutzen der goniometrischen Formeln
erkennen und werden denselben deshalb auch Interesse entgegenbringen.

Die von mir gegebene Ableitung der Additionstheoreme weicht von der iiblichen
erheblich ab; fast iiberall wird durch Neben- resp. Aunfeinanderlegen der beiden Winkel
der Beweis erbracht; einige, wie Fischer, Servus, Ulrich, benutzen den Satz des
Ptolemius; die hier gegebene Ableitung ist sehr alt; sie rithrt schon von Cagnoli
her, von neueren Autoren schlagen diesen Weg nur Conradt, Gusserow-Levy, Hub.
Miiller und Scholfield ein und doch hat derselbe, abgesehen davon, dals man keiner
besonderen Figur bedarf, den grofsen Vorzug, dals die Giltigkeit der Sitze nicht erst
auf stumpfe Winkel ausgedehnt zu werden braucht, soudern dals die gewonnenen Formeln
fiir alle beim Dreiecke miglichen Fille sofort brauchbar sind. In Einzelheiten. besonders
in der Ableitung der Kosinusformeln, weichen die genannten Autoren von der hier be-
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folgten Methode ab. Conradt und ihnlich Gusserow-Levy und Scholfield setzen
in den Sinusformeln, deren zweite zudem durch eine besondere Figur hergeleitet wird,
an Stelle des einen Winkels seinen Komplementwinkel;: bei den so erhaltenen Kosinus-
formeln mufs aber auf stumpfe Winkel zunichst verziehtet werden. Hub. Miiller leitet
vermige der Beziehung zwischen Sinus und Kosinus desselben Winkels zuniichst cos® (e 8)
ab und mufs dann auf ziemlich umstiindliche Weise zeigen, dafs das Vorzeichen stimmt,
wenn man vom Quadrate der Funktion zu dieser selbst iibergeht; die Differenzformeln
werden dann algebraisch abgeleitet.

Wie schon erwidhnt wurde, ist es von Wichtigkeit, dals die Formeln sofort fir
alle Dreieckwinkel Geltung haben, um eben den Schiilern nicht gleich mit umstindlichen
und ermiidenden Verallgemeinerungen kommen zu miissen. Will man die Formeln ver-
allgemeinern, so ist dies hier sehr leicht zu bewerkstelligen. Man erkennt sofort, dalfs
die Formeln fiir negative Winkel, deren absoluter Wert kleiner als 180° ist, richtig
bleiben, dadurch beherrscht man die 4 Quadranten vom minuszweiten bis zum plus-
zweiten und es wird nun vermige der Periodicitit der Fuuktionen die Allgemeingiltig-
keit nicht schwer zn beweisen sein.

II1. Ebenen und gerade Linien im Raume.

§ 11. Winkel im Raume mit parallelen Schenkeln sind gleich, wenn die Schenkel-
paare beide gleich oder beide entgegengesetzt gerichtet sind.

Beweis. (Fig. 6.) Durch jedes der beiden Parallelenpaare 8 B’ und Q Q' lege
man eine Ebene und lege durch einen beliebigen Punkt S ihrer Schnittlinie eine dritte
Ebene, die die Parallelen in B C und B' C' schneidet, so ist:

Hrs_irﬂr _ES_ .t'!L'G'_C‘S
BS T AB = A8 AC  CSB
nach dem Verhiltnissatze. Aus dem ersten und letzten Bruche folgt, dafs auch _I:i_g

den ibrigen Briichen gleich ist, folglich ist:
AA B C'eod ABC,
also AB'A'C'=4BAC.
Bemerkung. Fir entgegengesetat gerichtete Schenkel withle man 8 zwischen
A und A'; der Beweis ist derselbe,
§ 12. Steht eine von zwei Parallelen auf einer Ebene senkrecht, so ist auch
die andere ein Lot auf die Ebene.
Voraussetzung (Fig. 7)) AF_ L MN; AF | BG.
Behauptung BG_ | MN.

Man ziehe in M N durch G eine beliebige Linie G D und durch F die Parallele
FC, so ist <AFC=R (nach Voraussetzung 1), also =< BGD=R (nach Voraus-
setzung 2 und § 11). Da B G somit auf einer beliebigen Linie von M N senkrecht steht.
steht BG auf MN senkrecht.
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& 13. Lote auf derselben Ebene sind parallel.

Beweis aus § 12 indirekt.

§ 14. Unter allen Winkeln, die eine Gerade mit einer Ebene bildet, ist der
Neigungswinkel der kleinste.

Beweis. (Fig. 8.) Durch den Fulspunkt F der Geraden ziehe man in M N die
beliebige Linie P und fille von einem Punkte A der schrigen Linie das Lot A B aufl die
Ebene und das Lot A C auf 3, so ist A C= A B, folglich AAFB<AFC (nach § 2).

§ 15. Fillt man von einem Punkte auf eine Ebene und eine beliebige Gerade
der Ebene Lote, so steht die Verbindungslinie der Fulspunkte beider Lote auf der Ge-
raden senkrecht.

Voraussetzung (Fig.8) AB LMN; AC_ L
Behauptung BG LI

Man errichte CD | MN, so ist CD || AB (§ 13), also liegen CD, CA, CB in
einer Ebene. Nun ist 3 | A C (Voraussetzung 2), P | CD (nach Konstruktion), folg-
lich 3 | CB.

Zusatz 1. Durch eine auf einer Ebene schiefstehende Gerade lifst sich nur
eine zur ersten senkrechte Ebene legen.

Beweis. Man lege aufser der senkrechten Ebene FAB eine Ebene durch AF
und B, so ist nach dem eben bewiesenen Satze A A CB deren Neigungswinkel und
dieser liegt in einem rechtwinkligen Dreiecke, ist also spitz.

Zusatz 2. Stehen zwei sich schneidende Ebenen auf einer dritten senkrecht,
s0 steht anch ihre Schnittlinie auf der dritten' Ebene senkrecht,

Folgt aus Zusatz 1.

§ 16. Zwei gerade Linien einer Ebene, die durch den Fufspunkt einer zur
Ebene schrigen Geraden gehen und mit deren Projektion gleiche Winkel bilden, bilden
auch mit der schrigen Geraden gleiche Winkel.

Beweis. (Fig. 8.) Ist 4 BFC'— BFC, so sind die rechtwinkligen Dreiecke FBC'
und FBC kongruent, also FC' = FC, folglich FAC'=FAC und somit £ AFC'=AFC.

§ 17. Parallele Linien bilden mit parallelen Ebenen gleiche Neigungswinkel.

Beweis. (Fig. 9.) Man ziehe durch den Fulspunkt F in MN eine beliebige
Gerade FC und lege durch FC und den anderen Fufspunkt G eine Ebene, die PQ in
GD || FC schneidet, so ist £ AFC=BGD nach § 11; d. h. jedem beliebigen Winkel am
Fufspunkte F entspricht ein gleich grofser an G und umgekehrt; folglich missen auch
die kleinsten Winkel gleich sein; demnach sind nach § 14 die Neigungswinkel gleich.

Specielle Fille. 1. Parallele Gerade bilden mit einer Ebene gleiche Nei-
gungswinkel.

2. Eine Gerade schneidet parallele Ebenen unter gleichen Neigungswinkeln.

3. Steht eine Linie auf einer von mehreren parallelen Ebenen senkrecht, so
steht sie auf allen senkrecht.

Die in diesem Abschnitte bewiesenen Sitze stellen, wie man leicht sieht, kein
liickenlos zusammengehoriges Ganzes wie die im trigonometrischen Teile gegebenen dar;
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zwischen den einzelnen Paragraplen sind verschiedene Siitze einzuschalten. deren fiblicher
Beweis durch die hier gegebenen Sitze nicht geiindert wird.

Was die einzelnen Sidtze anbetrifft, so wird § 11 von mehreren Autoren als
selbstverstiindlich resp. durch Parallelverschiebung als evident angenommen, wie von
Lazzeri-Bassani, Lieber-von Lihmann (Anhang zu § 24), Strill; einige erwihnen
den Satz iiberhaupt nicht, wie Baltzer, Dobriner, Féaux-Luke: sonst wird er da-
durch bewiesen, dafs die Winkel in die Grundflichen eines dreiseitigen Prismas gehracht
werden. Die meisten beweisen zuniichst, und zwar mit etwas gekiinstelten Figuren, die
§9 13 und 12 und daraus den Satez, dafs zwei Gerade, die einer dritten Geraden parallel
sind, selbst parallel sind. Verhiltnismilsig wenige, wie de Galdeano, Heis-Esch-
weiler, Kommerell-Hauck, Koppe, beweisen diesen letzten Satz ohne Benutzung der
beiden anderen; dadurch wird dann der Beweis von § 11 kiirzer. Ich glaube, dals der
hier gegebene Beweis insofern sehr bequem ist, als er keine stereometrischen Vorkennt-
nisse erfordert, zudem auch fiir den Fall entgegengesetzt gerichteter Schenkel anwendbar
bleibt und jede Kiinstelei vermeidet. Aufser den selbstverstindlich niitigen Ebenen 333
und Q8" wird nur eine ganz beliebige Ebene quer hindurchgelegt, wihrend bei dem ge-
wihnlichen Verfahren auf den Schenkelpaaren gleiche Strecken abgetragen werden, Was
hat aber ein Satz Gber Winkelgleichheit mit gleichen Strecken zu thun? Ich wenigstens
habe eine gewisse Abneigung gegen solche Beweise und suche immer und meist mit
Frfolg, wie auch § 14 zeigt, nach einem anderen Wege.

Obgleich ich mein Verfahren fiir natiirlicher halte, so kann ich doeh verstehen,
wenn das Beweisverfahren mit Hilfe kongruenter Figuren von manchen Lehrern vorge-
zogen werden sollte; zwar kann ich aus meiner Erfahrung sagen, dafs der Beweis mit
dhnlichen Figuren den Schillern keine nennenswerten Schwierigkeiten verursacht und
dafs er zugleich eine niitzliche Eriunerung an den selten gebrauchten dritten Ahnlich-
keitssatz ist. Sollte aber aus irgend einem Grunde der Beweis mit kongruenten Figuren
bevorzugt werden, so halte ich folgenden Weg fiir zweckmilfsizer, der gewissermalsen
eine Umkehrung des iiblichen ist und den ich nur bei Chauvenet gefunden habe. Statt
eine beliebige Ebene, wie in § 11, wiihle man diejenige Ebene, die der Verbindungslinie
der Scheitelpunkte parallel ist. Dadurch entstehen in den Ebenen PP’ und 99’ Paral-
lelogramme wegen der Parallelitit je zweier Seiten; daraus folgt dann, dals in der Hilfs-
ebene ebenfalls ein Parallelogramm entstanden ist wegen der Gleichheit und Parallelitit
emes Seitenpaares und hieraus dann die Kongruenz der Dreiecke. Zuvor mufs demnach
bewiesen sein, dals, wenn drei Ebenen sich schneiden, ihre Schnittlinien durch einen
Punkt gehen oder parallel sind.

Die Sitze §§ 12 und 13 sind nun ganz einfache Folgerungen: zu dem in § 12
angewendeten Schlusse méchte ich eine #hnliche Bemerkung machen, wie ich sie im
vorigen Abschnitte iiber die Herleitung des Sinussatzes machte, Bei Heis-Eschweiler
und Kommerell-Hauck werden in der Grundebene zwei beliebige Gerade gezogen, um
alsdann buchstiblich korrekt den bekannten Hauptsatz der Stereometrie anwenden zu
konnen. Ich halte dies fiir eine Nachgiebigkeit gegen die Denkfaulheit der Schiiler,
Sei der Durchnahme des Hauptsatzes verfehle ich niemals, die Schiiller zum Schlusse
darauf aufmerksam zu machen, dafs man auf zwei Weisen zeigen kann, dals eine Linie
auf eciner Ebene senkrecht steht: entweder dadurch, dafs sie auf zwei bestimmten, mit
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den ibrigen Linien in Zusammenhang stehenden Linien (§ 15) oder dafs sie auf einer
beliebigen Linie (§ 12) der Ebene senkrecht steht.

Der Beweis, dafs der Neigungswinkel ein Minimum ist, wird fast iiberall mit
Hilfe des von mir verponten Inkongruenzsatzes gefiihrt; Hub. Miiller und Rumpen-
Blind bedienen sich derselben Figur wie ich, erschweren aber den einfachen Beweis
durch Hineinzichen verschiedener trigonometrischer Funktionen; nur Grunert und Noack
geben den obigen Beweis. Abgesehen davon, dafs ich jenen Inkongruenzsatz moglichst
meide, liefert der hier gegebene Beweis sofort einen einfachen direkten Beweis dafiir, dals
die Schnittlinie zweier senkrechter Ebenen selbst zur Grundebene senkrecht stebt.

Nirgends habe ich die Benutzung des Satzes vom Neigungswinkel gefunden, die
ich § 17 gegeben habe; wiihrend es doch pidagogisch wichtig ist, die gefundenen Lehr-
siitze weiter zu verwerten, steht die erwihnte Eigenschaft des Neigungswinkels vollig
verlassen da: schom aus diesem Grunde halte ich den von mir gegebenen Beweis fiir
niitzlich. Aber auch deshalb ist er meines Erachtens zweckmilsig, weil den Schillern
auf ganz andere als die gewohnte Weise die Gleichheit zweier Grifsen klar gemacht
wird. Schliefslich hat er den Vorteil, eine ganze Reihe von Einzelsitzen zusammen zu
fassen, die sonst miihselig nach einander bewiesen werden miissen.
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