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1LV 1-4-3sin?y

==l Mp - Mg = pa + —+ und ma - mp = pa. Jenachdem
T f siny-|eosy -+ 1 el <A
' iy,
sl = 3! 13, oder 1= 33° 41 24" ist*—
i = 900, My - M > pa. —
L 3
7= H"'J._ iy 'i- mh = 5 fa.
Y14 2cos (B —1) - cosa + cos®e — 14 2co8(x—7)-cosf |- cos®h
(ma — Mh) = pa + - e
S =TT I .
4 sin g 608 5 £ €08
o —f. mag — my = 0.

( iy V1—Bcosta-l-TcosPau —1-J-cos2a
My — Mh ) —pa > == = L =
! i SR 2 sin®«a :

—
=

(4) und my — my :,' pa. jenachdem sin « iyti, ud&l-a“_':_'_ 370 457 4017, —

B=r. vergl., oben (2) ff.
o= 90 {]!!;1 — Mhb ) < Pa. —

-

e}
|

- 909, (mpg — my) pa, jenachdem
V143 cos?a sin o — ¢cos -l 2%* ist.
! + — g0o. (mp — mp ) pa. Jenachdem

V1-4-3cos®u— ' 1+ 3sina = sing — cosa - 1*** ist.

j V 1+2cos(3—7)-cosa-cos*a £+ 1-4-2eos(e—r1): cosp -|-cos®f
, i I ] A B _ P B,
[RIET mp ) = g - . = T 3
g i L7 i . 1
+ GOS8 o cos i S0 5

die Betrachtungen iiber das gleichschenkelige und rechtwinkelige Dreieck sind denen

des letzten Abschnittes analog.™®* —

= Anmerk. 1. Das Maximum der Foetion ma —I— mp iy fa =— const. tritt ein fir lom g 900, mithin ma -~ mb

pa; mit abnehmendem 7 nimmt die Funktion ab, sk fiie y <7 339 417 24 = pa und wiederum fiir lim |

0 gleich pa, Das Minimum derselben lisgt also im Intervall | 330 41 24 bis =0 Bemerkenswert er-

a2 (7): in demselben Dreiecke ist die Differenz der Schwerlinien gleich dem Radiug

seheint die Beziehuny

des Inkreises, ihre Summe gleich dem Radins des Ankreises, -

# limort nahe bei 369

1 n y
* Die Gleichung nimmt unter der Substitution sin 2 — cos a=—u. mithin sin e cos 2 - Ieicht lishare Form an.

=
J wEES : c 1 — 2o :‘f.:_._'_.' o= cos a 2
o % Anmerk. 2. Inshesondere st fir =98 ma - mb =fa . Vi Co8 9% . 603 %A 008" % ynd der Factor von pa
cos o, (1 - cos o)
] 13} (%1 L -
) 1, wenn costa - 0 eos® o — eos?e — 5 =10 oder cose = 0,8000205 ist; mithin 2ma = wa - mMb = pa,
;} 3 H ] ks \.:-
e jenachdem « 'f 360 51 40" ist.
1 ,_\_'
4
|
|
!
[
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M 10 =8 --1p —S - 9cos(B—7)- cosa - cos®a+ 1/ 1+ 2cos(a—7)-cos b 1 cos?h
a -1 =s.mg —F-myp =s. : o ok o v et el 9

sin « - sin p -+ sin 7

Da s stets endlich ist, die Schwerlinie dagegen verschwinden kann, an sich aber << s
ist,* so ist ma -} mp in den Fiéllen wo ma (bez. mp) unendlich klein wird, also fiiv
al

; ; s 3 : y LR A
T 1 und lim 7= 0, ein Minimum, und zwar> i s; andererseits besitzt die Function
I

ihren grissten Wert fir « = § und lim 7 = 180° (hez. : } — v und lim 1 = 909), da dann

die Schwerlinien sich der halben Summe der einschliessenden Seiten nithern:* mithin ist

3 ; - : y
ma + mp < 8. KEs geniigt also ma - my der doppelten Ungleichung
3 3

Sg Ty « E®
4 B =" Nl -t 1lh 9 -
. 3 : - :
(ma — mp) << 8% und zwar < Cisy = (vergl., die Betrachtungen fiir ma - mpy = i
und Anmerk.). —
3 S
ma + Mh > - Sa. Es ist
&=
: /1 +2¢c08(3—7)-cosa 4 cosla + 1/ 1--2 cos(a—7)- COSP I cos2p
{Ij ma - mp = 8g - 1 I i W/ I _1, & G { |} ( P C 1] l;
& q i) i
4 cos 5 Sin ; . sin "')
s - o ol :
das Minimum tritt ein fiir g =T und lim o = 0,
i
. E=
(IMp — Mh ) = Ba.
S
* Vergl. Haebler 2, (7) und § I, 5, Anmerk. 2. —
=5 Sy 3 o &) 9l PR 1 O e P e ]
# Anmerk. Fiir e—§ ist .:_ § >>ma-tmb =5 — ) 2; denn (1) ma - mp =s. 261 ‘i_'.“"'i"'".l“”"_‘ Lhlin
E o] 2zino-t=5in 2«

und der Factor von s oin Minimum, (Maximum) sobald (1 —8costa-|-7 cos?a) (2eosat-cosa—1)=—(1— cos?a)

. a - i
1,6 : (1 cosa) (16 cos® &« — 7) . eos @ oder coso — —
| | | | sl
i | | | | | % 3
1,01 T {eos o9 == 1), mithin &y = 82° 49 8" (g =10). TFiir &
v 2 i g/ C? ‘-) 1
14 erreicht g <= mp das Minimom 5. = 2. Schreiben
13 A
e St 9 —8Bsinn
ma -mb=5. ) 19 wir ferner den Factor von s in (1) I . T Wl
T IS 1 cosa
1,1 e s . e a
wird derselbe ein Maximum fiir o4 = 0, niimlich — - -8,
1 1 N ; - % e =
i Die Figur giebt den Verlanf der Function im Intervall
| . . . - -
0.9 - | i ] vw=—1>0 his a=090"% zweimal ist sie —s; denn die
| | i
1 | 1 .2 - e ] C———) 1 — 4 i .
0,8 ] | | ! Gleichune 21 1 —2eo8 32 cos e —-cos?e=2in¢--sin 2«

a==F=100 10" 200 300 400 500 (OO 700 200 900  liefert als Bedingung dafiiv, dass der Factor von & in

; Sy 2 B Mot et
(1) gleich 1 ist; die Wurzeln cos ey — = und cos oy = (, mithin die Winkel o = 728 28' 54 und o = 00,
7
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| nD
=]

o= f. my — my = 0. —
, V1—8eos*a+ Teosfa —1-1cosla
a=7. (ma — mp) =sa « + - = ~

sin2a

) ity 1/ o i
und der Factor von sz gleich 1, sobald cose = % -l/-: i V‘Sl ist; mithin ist

- -

- 5 2 = < = et b .
(b — ma) = sa, jenachdem 72° 357 28~ —=a — 270 35° 28 ist. —

" : 2s8iny — } 9 — B sin®y
B=7 (map — mp) = 83 - & '9 V — and
: : 2(1 — cosy)
mh — Ma = sa, jenachdem angeniherty = 48 ist. —
< 3 > =

4 YV 1+2e0s(—y) cose

(g -+ mp ) = 8¢

S R
4 sin - - sin - C0S f
2 2 2
Mg - Mh == 8e. —
(g — mp )= 8:. * —
=
Anmerk. ma 4 mb = g T, Fs st
e EI'I —i-‘_‘c:lap-'il"; = |--.|4-cr.—§—a.-u='-'4,r. L 14 2cos(a - '[1 5 |'n:~'|'1—.|.—-'ll:-'2:‘i
(1) ma = mp = IIl F. p — i -, und der
' 2sine . sinf . siny
Factor von ¥ F ein Mivimum, sobald « = & und
g ey . o [y a i 1
(2) ; sin?2a (16 cos®a— T) (1 —8eosta— 7eos?e) (Beos?2 —sin*o) = 0 olor cose = 10 r 10 und
a— 710 33' 54" Ixf Lat * l = 1 vorgelest, so ist
3 |
I ~ - .
: 0 —Bsindy - 2siny Y P o :
(B ma 4+ mp= | F. .l U und der Factor von ¥ I cin Minimum, sobald
¥ 2gin2q
(4) 44 sinty— T2ain®y = 27 = 0, oder sin| = ‘1‘.1". 66 (6 -3} und 1= 449 43° 6 isk.  Alsdann ist

der Factor = 257012, mithin wa + me = Y F. 2,57012.

5 = 7l o]
- Jeos (€ —T).c08p T COST R,

- St
/ ;e | @
s 4 -+ 2eo0s (§ T) .08 T COST
{ma mb}:]r. 11‘_{_ E 1 |‘ 05 (] T (L0 - B iy i 11

Vosina.

p 2

fiir ';:, = 1 ist (ma — me ) = ],lf F, jenachdem (12 sin®*y — 2sin 27— 9) =

Gleichung ist vom 4. Grade in sin®y und besitzt 2 Wurzeln, nach welchen sich die Ungleichung feststellen
liisst, -

4%
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Fiir a = const. kann r unendlich gross, p unendlich klein sein; das Minimum tritt also
gin fiir endlich r und verschwindend p**
Allgemein ist

1 | COE o —— COS I"j - Cos "'
(1Y r-4p a - :
4 i y 2 sin «
B ; 2eosa—cos2a ; 1
o 4 r-tp=a- = yund r—-p > & 8
it : 2sina g 2
2 3 COs o — GOS8 o T g % . .l
=3 r-+-p=a , und der Factor von a ein Minimum, wenn cos y

2sin 2y

i B et EER : e b : P . :
5 V4, oder 1= 37°28 2" ist, mithin ist r-}-p = a . 0,6B5785; fiir verdinderlich

1 und a = const.. wiichst die Function stetiz und ist fir limy=0 (bez. lim = 90°%)
unendlich gross; sie muss darum zweimal den Wert a besitzen; die hez. Winkel ergeben
sich aus der Gleichung
2 4 1 1
i e d - g vy vy s
(2) cos* 1 — FC08™y 5 COST 5 CO8 Y55

t

— (}; sie wird ertiillt dureh

0,959738 und cos y2 = 0,405402, und ist

~ a, sobald 169187494 = = 6695 14 ist, —

r — p = a-0270813, s ist

Q e vaa B OV
f a— G008 o — COB8 b — 005 3 s
B)r—p=a- ekl ' und der Factor von a ein
: J Z2sina :

Minimum, wenn

(4)

2sin®a — 2cos - (2 — cosa —eosf—eosy) coind :
= gin f = sin y, oder

2 sin a

L o : A ki i
() p =1 und sin®y-}-sin * y — 3 sin® y 4 i 0, mithin
sin?y = 0,643625 und ¢ = 53" 20 48% ist. Auch hier erreicht die
Function zweimal den Wert a, und zwar fiir die beiden Winkel, welche aus der Gleichung
2 g 2 : 1 Nl
eosty— - ecosty — —costy — 5 cosy -+ 0 gefunden worden. —
ok o %) 12 ]
7 2— 2 cosu cos 2 u T v P
., r—p=4.- e ,und der Factor von a ein Minimumm, wenn
1 } 2ainu
= Anmerk., 1. Bedeutet e dis Entfernune do Mittelpunkte des In- und Umkreises, so folot ans der bekannten
. o 4 i, ' 0 : r i
Gleichung ef=r.(r—2p) p 5 . was fiir lim o= 00 als Maximum p = 5 ergicht.

Anmerk. 2% Verel, Haebler 2. (13)—(15))
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(6) cos® e — :J cos o - 1 =0, and « = 64" 28" 7¥ ist; alsdann ist
. =

_ = e o : HRR .
r—p = a- 0278797, Fir limy = 90" ist r — p = 5-; fir abnehmend y nimmt anch

r—p ab bis zom Minimom, um von dort an bei weiter abnehmendem {7 zu wachsen und
fiir lim y = 0% unendlich gross zn werden. Darum wird an einer Stelle r —p — a; der
entsprechende Wert von « wird aus der Gleichung

costa — 2cog¥e - Beosta — cos o — o 0 gefunden. —
| :
r+p>5-ha* Es ist
. COs o =L Cog B -1 cogx
b I e —!,
: J 28in 3. siny
g : Zeosa— cos 2 a 4 =
e | - 1, r—-+op g et —, und der Factor von hy gleich 1, wenn
| dsina-sinde ’ ; '
(2) cos® a — 3 costa— g €08 « - i 0, oder
cos oy = - und cosaz = - /2 ist; mithin ist r-{- ¢ = ha, jenachdem
45% —a = (0" ist; es liegt also das Minimum von r - p im Intervall « = 459 bis « — 60°

und wird cefunden ans der Gleichune
L : oy 1 4 1 : :
(3) coste —2cos?a — 5 costat o = U; der allein verwendbaren Wurzel

cos o = (0,609191 entspricht = = 53928 8¢, und ist alsdann r -+ p = ha - 0,96326.

I

B r - p=hs ienachdem cos 3 18t.
' | [0 s o 2
r—o=la Ks ist
2— cosu (08 3 — cosT 3 9
() r—p=ha T und der Factvr von ha e
E f 2 sin @ - 8in g
Minimum, sobald
(D) sinw:sin g-sin 7= sin*g-8in{—cos - siny (2 — cosa— ¢os i — o8 1)
sin®y-sin B — cosy-s8in - (2 — cosa — cos 3 — cos i),
mithin
(6) 7= p nnd cos®f —3 cos 1 0 ist; der Wurzel cos g 3 B—) 5
oder § = 67°832740, entspricht das Minimum r — p = lig - (¥ p—1)

Anmerk: Verel. Haebler 2, (14) und § V, 1.
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Qeos2p—2cosf + 1

=P r— p=hg - e _ -+ der Factor von hy besitzt filrlim f = 90Y
Ut 2 : 2 sin® p 2 : : &

den Wert -, nimmt ab mit abnehmendem # bis zum Minimum, wichst dann und wird

o B

fiir lim 3 = 0° unendlich gross; er ist also einmal 1, mnd zwar fir den Winkel,
welcher aus der Gleichung

T) cos2 B - . cosf—- 0
, L] 2 ¥ 4 -
. o . ; 1 2
gefunden wird; es ist cos - i Iflfn -+ 1'}, und

r — p= ha_jenachdem B = 36° ist.* —

g 9 cos2a —2eos a1 : vk
‘1= Lsp=ls =3 5, und der Factor von ha gleich 1, wenn
1 i ' 4eosa- (1l — cos®u)
; Sl el : 1
{h) coata - - cos2a — 5 COS @ B : \ [;! mnd

cos o = 0,88077, cosas — 0,181660 ist; mithin isf

r —p=hy, jenachdem 289 15 53% = « = T9° 31 59" ist.

Nun wird r— p fiir lim « = 0° sowohl, wie fiir lim « = 90° unendlich gross; sein Minimum
liegt also im Intervall « 280 1H* b3 bis = 790 31 597 und wird gefunden aus
der Gleichung

R 1 it . .
(N coste —2c08%y 7 COSP A — o= 0 fiir die allein verwendbare Wurzel
cos u — 0,54009; es ist « = HT" 18743 und
r—p =l - 0,32228,
; 1 s
R i (7] ) N =
1 Al :
I — @ \‘.,-_,{_(]-.-J—],'I.—

1 .
4, v+ p 5 g, ***
* Vergh § L 8, (5) und Anmerkung daselbst,
¥ YVerel, Hacbler 2, (15) und 8 V., 1. It Absehnitt 3 und 4 sind nur die notwendir erseheinenden |'.l!':_‘:l.'-|’:||.i.-‘-‘~l.'

angefi da ihre Bedineungen und Folzerangen sich vielfach mit denjenigen aus 1 und 2 decken, bezw.

ihnen analoy sind.

a3 -
‘ 1 g a5 L
#4 Anmerkune. Filr o = T 15t - f = Tia, sobald (1) cost o TR ] i ].:,'I'II'h L7 J_— ==, oder cos &y
| b L L |
— (1L,00407 und cos zy= 0,5 ist. Demnach ist v - p == ma, jenachdem 250 18 6 = « = (0" ist. [iir
( 2 A
i 008 mimmt (1) die Form an (2) \ Cos : - 5in © ) = 1] —i— Joeosde: ps istsing = 13 13 und
i

r - = ma, jeuschdem a= 506" 18" 36" ist,
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Ks ist

cosa—-cosfi 4 cosy

(1) r-t0=pa , und der Faetor von ga ein Minimum,

2

= &

. o
4 8In -+ CO8 - - COS

(s bd

wenn § — 7 und

(2) 2 cos :} - eos 7 (sin y — sin 2 ) = (2 cosy—cos2y)-sin5-y ist; die

=

Gleichung (2) liefert neben imaginiiren Wurzeln die verwendbare sin - = 0; d. h. fiir

lim & = 180% nidhert sich r - p seinem Minimnm TP —

=

o i
l‘l . . et 3 i ¥ . =
* Anmerk. 1. Fir : = jstr— p = ma, wencost o U {9 GOS8 @ = [ st; der emzig
i ) E
recllen Wurzel entspricht 2 nahe hei 179 25" und st v P Ma, ‘il‘llih'lllll"'lll o 17925, Tiir §'=7 ist
ma — ha; vergl. daram 2, (4), i
~ . B " ; :
* Anmerk. 2. p <7 pa, vergl. Haebler 2, (12); 2p= pa; s ist 2p —pn, wl.nld‘lrf{-‘; = cotg —.. Ferner st

o 3= q <
p=pa . tgL .ty Loder Factor v. pa ist symmetrisch in Bezug ant : und L. und besteht fiir unverinderlich o die
& o - o 1 g -
symmetrische Nebenbedingun £ == 40— %: daher wird fiir & = L tgl te L pinen extromen Wert
: LEEoTR 2 g g
. AT B ’ ;
erreichen, und zwar cin Maximom, wenn man berlicksichtiot, dass to = und. tz ! cchte  Briiche sind.

pa ist damn die 4. harmonische Proportionale zu den Entfernungen der Mittelpunkte vom Scheitelpunkte 2
und p, ond der Beriihrungspunkt der beiden Kreise und der Scheitelpunkt o sind die beiden Aehnlichkeits-

.- == A
punkte der Kreise. Ferner ist im gleichschenkelizen Dreleck (3 =— 1) 2r =~ pa, sobald sin

.

re e e ol £k : P LS : o
- ]J (V5 — 1) od. o 769 207 48" ist, (verel. § 1L 4 (8) und § 1, 2, (2} f.). <[« ist konstruierbar; denn— i
ist der kleinste Winkel eines rechtwinkelizen Dreiecks aus der Hypotenuse r und der kleineren Kathete,

welche dem: erisseren Abschnitt des stetiz coteilten v gleich ist. Femer erg

sht sich filr dasselbe Dhreieck

e e ; v & 1
(Iya:bie=}b6—1:1:1 und (2) po:pa = /06— 1:2, und aus (1) mnd (2) ih = -I- Hen el
2 s [b
hialbe Basis und Schenkel verhalten sich zu cinander, wic die reciproken Radien ihrer Ankreise. — HKine
weitere bemerkenswerte Beziehung ereicht sich fiir dasselbe Dyeieck ansser den in § I, 2. und § II, 4 er-
3 - il ( i - s
drterten auz der oben erwithnten harmonischen Proportion 1:sm ” £ : --|— p - 2r: 2r; es ist v
2 s
sin 5
. (13
1 -| - K11 —— I
7} 2 l b = 2 1. = 1 -
S I’. el e P S s - und pa = p VD T '_’), der letzte Aunzdrock stellt das
2 cp a
1 —&in- 5

Maximum p fiiv pa = const. und « = 76° 20° 453" dar, —
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B , 5 4 . : "
} r o0 > pa - 0,3, Unter dieser Voraussetzung ist pa = ha bez. hp, und
]

oelten die Betrachtungen aus 2. Ferner ist
2co8e— cos 2 a

{
2sin®a y: und

r -4 p==pa, jenachdem « — 60 ist. —

JeosT—cos 2y
; 2 oS s 27
£t 1) e g : , und

¥ | v ! 2("?}‘ e (! 1 cos |:|

r - p= g, jenachdem | = 60° ist. —

S sin 7 -+ cos ¥ - ; :
o 9()a, r - ! ' - und der Factor von pa ein Maximum
) 1

1 4 sin y -} cosy’
cos 7ist; andererseits wird die untere Grenze erreicht fiir lim y = 09 bez.

e
P a

sobald sin y
lim 1= 90% mithin ist
L - (2 - ].-’-), sk

5 'Pa =TT pP=Ffa - = e
= ¥ ==
4 0o SIN o —— COS
d — 02, I+ p=—pa ——, und
T ™1 —cosu 4 sina
1 : ; . i
r-tp > ¢ pa; fernerist r - p = pa, jenachdem a — 60" ist. —
> - (VB — 2) s s
: O o5 — |'|5_-i|"i-- COB 1.
B)r—p=opa . : aus den gleichgesetzten ersten
- @ i : i
4 sin 5 €08 5 €05 5
Ableitungen
e U e A o PR e =
(4) 2sin - - co8 -+ €08 5 - SI0 ¢ (2 COS o COs P GOS8 T)
o P Ch L SRl B | s
< GDS 5 VLos 5) + (08 53 & B 5} LRLIIE 9 + COS ) + B P
: el i) 1
i (2 —cosa — cos ¢O5 1) = 8N g 1 2 - GOS8 ‘é
S e o e B o P e e T b
o + 8l o = 405 5] <005 — + 811§ — [ — co3a— COS P Cos )
i Fed LB
- 8ln 5 0S5 -+ 8in
finden wir als Bedingung dafin, dass der Faetor von pa ein Minimum ist
(5) f=71und (1 4-cosy)- (2cos?y—1) = cosy:(1--2cos®y —2cos )
Anmerk. Dasselbp  Eroebniss findef man anch aus einfachen geometrischen Betrachtungen.
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Der allein verwendbaren Wurzel

1

COS 7 s (Y 5+ 1)entspricht 1 —=36°* und r —p—1pa (V 5 —2). —
=1 I — p == pa, jenachdem
1 ¢ Y L a Irj 1 f 1 =" TR0 {40 3
(6) 2—cosu—Zeos = 4sin 5 cos® 5 oder cosf i und f = 7a% 317 21 ist.
y :
i

= o, r—p t:, pa, jenachdem

(T) 2 —2cosa-cos2a= 2sin®«, oder a — 360* ist. —
L =
@ —siny—cosy

w—90° I'—p=pp , ind der Factor von pa ein Minimum fiir

: 1 4 cosy - sin g
sin 7 = cos 7; andererseit nihert die Function sich ihrer oberen Grenze fiir limy =0,
bez. lim y = 90% und ist

1

o Pk S e - (Y8 =)=
2
i 9 cosa—sina
¢ = 9079, r—p P — = , und
(i ' ™ ogine —ecos o+ 1
B0 pa. Jenachdem sin o = o ist, —
- 1 o
6 r4+p = g § Ks 1st
Co8 o —— cos § - cos T . . vl
I)r+tp=s- : i L, und der Factor von s ein Minimum
; s e s A
4 cos 5+ €08 5 - €08 5
fiir endlich r und verschwindend p; (vergl. die Bemerkung in 1.).
o { Beost—cos 2y .
Gl e T F-p=8. 50 L_ und der Factor von s gleich 1, wenn
B ) 2siny- (1 -+ cosy) '
(2) costy — 5-eo87— 5 =0, oder cosy=0,961858 ist; mithin ist
W 2 h r 3
r--p=s, jenachdem =159 52 32~ ist.
=
o= f. Es gilt die gleiche Bedingung (£2) in . —
o | . -
2 Bin 7~ cos
3 L — 900, rbp—8ro—rd ;¢ und
I giny 4 cos v+ 1
"
1 : -
So=T +p=s8 (2—V2

P YVerel, 2, (7)) und Anmerkunge dagelbst. -
“ NVorgl, 5, (2) ff. Im rechtwinkligen Dreicck « 009 35t also g g,
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r—p=> :llj V3-8 Es ist

9 —cosa—cosp— cosy : Lol
= 2 - ! und der Factor von s ein Mini-

I'—p=—25: I
| 4 cos 2 -
COs 5 oS g 08 95
mum fir a = =7 =60%* —
o= r —p = 8, jenachdem « \} 130 50 59 ist, wo « aus der Gleichung

5 3 3 : :
cos* a + cos*a — - CoS & — Ror 0 gefunden wird.

T r4p> —';l 8a, * o8 ist
=1

Co8 o -} ¢08 B - co8 g
(1) vt p = sar e L ORES OB

.-J

e S|
€08 5 - 8in 5+ SN 5

Deosa—cos 2 2 : e
;- —d,— T4 p=—Sa:— i und der Factor von sa ein Minimum, sobald
8

i
T

: ; 1osn :
(2) 1 —2sin®a-cosa—2cosa-cos2a—0, oder cose= 5V 4 ist;¥**

E

mithin ist r +p > 8a - 1,37157. —

Ty
B=r1. r-tp ;— ga, jenachdem
; =] i 5
(8) costy —2 cosy | Heosy——5 =0ist. —
1 _— 4 o
r—p> 8y V 15. Es ist
v 2 __ cosa— COS P — eos e .
() r—p==58 —— s = T, Als Bedingung dafiir, dass der
ey e e 2
4 cos 3 sin g Sin 9

Factor von su ein Minimum ist, erhalten wir aus den gleichgesetzten ersten Ableitungen

.

(5) p=1v und 2siny.sin I .sin2 - (2 4 eos 27— 2 cos 7). cos 7 - singy

— 2 sin2y - sin - — (2 4 cos 27 — 2cos ) - sin g - o8 E -

#* Vergl, Hachler 2, (18) und (19), und § L[ 5, Anmerk. 2,

4 g el W @ o -8 I |
s% Anmerk, 1. Aus den Bestimmungsgleichungen p — 41, sin = sin £ gin L und ga = 4r.cos — .sin L _sin
i 2 2 2 2 2
5 - o = : :
folgt sofort p = 8a . te = und p = sa, jenachdem 2 PO ist,
b -y -

verel, daram 1. (1) f. —

ek Anmerk. 2. I8 ist ga : ¢ bem. = b,




1 - .
oder cosy — i Joand 7 =—TbY 317 217

i i : - :
5 i Sa - i ¢ (‘nex. e h) , (vergl. 1, mnd § I, 5. Anmerk. 2). —

=1
q : ; R hd = 499 49¢ 194 ist. wo ¢ aus e
P=T r— p=sa, Jenachdem i 9% 44 ist, wo 7 ans der Gleichung
: s ; :
(6) costy — 2 cos?®y - cos? | - 45 COS | — TR 0 gefunden wird., —
8. rlp >V F.V/3 Es ist
- gosa--cos B cosy . A
MDr+p= VF.————"-——1— und der Factor von | F ein
1/ 2sina-sin - sin g
Minimum, sobald « = § = 7 = 60" ist. —
saiman sy nglis
r—p ==V F 3 Hs ist
=3
o —2 —cose—cos B — cosy 2 Wg¥als 2
@r—p=VYF.—e——— und der Factor von | F ein
¥V 2sine-sin - sin §
Minimum fiir « = =7 —
§ VI
1% r -4 pa = a 1,43394. Es ist
| o B o
1 - 4 sin 5 * €OS é - COS

(1) *4pa = a ST Aus den gleichgesetzten ersten
dsine :

Ableitungen

3 : S B T o gt o s
(2) cos @ - (1 + 4 sin 5 - €0 IL’ < COS é) — 2 gin « - cos g * €08 i - GOS8 Z
: e e o A T : T, Bty e
— 2 8in - 8in 5" silt 3 - (08 é 2 sin « - 8in 5 ' C08 :2: . 8in é
folgt
33 8 & 1 cos?+ -2 cos2 1 0
(3) B =1 und cos®y-1-= cos"7 5 =V
=}

Der allein verwendbaren Wurzel cosy = 04516 entspricht der Winkel y = 63" 9 13~
und das Minimum des Factors von a. Vergleiche die Anmerkung zu 8, (11). —

¢ Anmerk. 1.  Im gleichschenkligen Dreieck §—=7 und cosy -11- ist also die Differenz der Radien des Um- und

Inkreises gleich dem Radics des Ankreises pa, und gleichzeitiy sa gin Maximum fiir r— p= const.;
vergl. 5, (G).

= Anmerk, 2. Vergl. § II, 4. Anmerk. 2 und § V. 5. Anwmerk. 5. -
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(r- Es ist
1 —4sin 3 £os '; - 003 :,
) E—pu)=a .+ T T T . ;
;j }—_— a, (r—p)=a:14 : —2_31:1:'3& und
T a, jenachdem sin « = 1} (V3 —1) ist.**

(5 Lt Tt
ook 1— 3_(‘}15_, (1 €os )
Z8in 2 1

=1 (r—ga) , und der Factor von a gleich 0

fiir cos 7 = 5 (¥ 3—1);* da nun fir wachsend und abnehmend 7 bei constantem a

(r—pa) unendlich gross wird, so ist es zweimal oleich a: die bez. Werte von cos a1

erhilt man ans
2 4 1 1

(B) cos'y -1 :; cost y — 3 cos®y — 5 00T i 30 0;*** es ist cos = (0,8056
und cos e = 0,15954, und
(r — pa ) = a, jenachdem 36° 19/ 54+~ = 7= B0% 407 117 feri =
F—-pa > - CFEER Ks ist
O

o ¥ T

| - .= e il

1--4sin g © €08 5 - €08 <

®)r+pa=c: , und der Factor wvon ¢ ein

Zginy
Minimum fiir f =1 und lime =1(, —
1 -+ 2sinfa

o= I~ pa = G- Sia Dt und der Factor von ¢ gleich 1, sobald sin o
1/, : 1. —. L = i . D
= 5 V2, oder sin az — )/ 10 ist; mithin ist r - pa = ¢, jenachdem 18° 26¢ 6~ = «
3 1{} i <7 1.

sen Grenzen, und wird sofort ge-

s+ ]

45% jst. Das Minimum des Factors liegt zwischen di
funden aus der Bedingung

* Anmerk. 1. r=pa, jenachdem 1=—4 ain L eos -Eo, eos 0o isk. — Tiir g ! & st o1 pa, jenachdem
< 2 2 2 i - :
R T B S s : : < 1 -l A :
S = — V2 ist, Fiir =7 ist re= pa, jengchdem cos g 5 (a8 — 1) ist. [vercl. § IT, 2, (4):
in diesem Dreieck besteht also die Begiehune ha b :r=p:pa) Fir = 0P st 1 g y a

1
|

Y
= aber r fa,

- AT - :

(Ka—1)F } 909 r = pa, jenachdem sin 2
i -

ol Anmerk. 9. pa —r'<

* Vorgl. § V. 1, (2). -
* Vergl, Haebler 2. (13)
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(1)
1
2
1} Zsin*«

I 4pa —¢-

V3.

a . T pa e
! : dsinn

o 0

12, d. h. v+ pa (B b

Do

3 " 1 1+ 2ecosy- (L

T 2 sin 7

(8) costy -2 costy - Beosty
(1 Es ist
1 — 4 sin
(B) r—pa)=10:+4
5 ) . 1 —2sina
o= 3 (L'— fa S 9&in 2 a 5
; 1hE ST e
SIN o = i0 V 10 (5 = 2175) ist; mithin ist
(r — ga ) = ¢, jenachdem 139167 574 = o=
) 1 — 2 sin?a
k= (r e S . :
' v 2 sin o
ey 1( 7a N gt e e
sina = ()3 ) ist; mithin ist v — pa

B = {1- fa J ( :. 2 gin v
= |
cost 2 cos? ¥
1 2 g
2_ 1 ':JH 5] 11”:. [1,:‘5 151

1 -4 sin
(1) r 4 pa =ha -

ein Minimum fiir 3 =y und lim a = 0,

Jeinf.sing

sin? 2o — (2 —cog2a).cos8a
—, und der Factor von ¢ ein Minimum fiir

CORT)

1 —2co8q: (1-1cosy)

il A
G0s i ——IIIZ-'-—

=" fiir o — 309 .d: h.

gin o =

fyound 4 ga = ¢, jenachdem

=
31

COS T — 4 , ” 151,
o 08 P i

C0S = - 003
2 2 2
2giny
md der Factor von ¢ gleich 1, wenn
TGO 4334 st —
nnd der Factor von ¢ gleich 1, wenn

= ¢, jenachdem o« = 21" 28 15" ist.**

,und pa —r= ¢, jenachdem
3

=0 ist.

o 3
= 205 = 05
) <

und der Factor von ha

* Anmerk. 1. Der Verlauf der Function r--pa file e=7 und ¢=econst. im Intervall o= 90° bis = — 0 ist also
¥
ot ® - ¥r . - S T]
folgender: von r- pa e fiiv lim e 000 pimmt der Wert his zum  Minimum r - pa (I P
459 ab, nimmt dann fiir weiter abnehmiond « zu ond st fir lime =0 onendlich erozs.

** Anmerk. 2 pa — 1< 56, 6a flire 1 pa = lib ist;

verel, 1,

(4) i, und Anmerk. 2.
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1-12sin*e . s
(g R und der Factor von ha ein Minimum, sobald
=l « GOS8 o

L

. -+ pa = ha
sin®*2a — (1 + 2sin®a) - (2 — 3 sin®«) = 0, oder
; 1.z _ Vi
sin ¢ = - V 2 alsdann r—-pn >ha - P 2. -

; 14+ %2e¢cosy-(11-cosq . !
p=Ti r + pa = hs - el B 2‘:-3.\]1._,{_*_' - —--"-), und der Factor von hay gleich 1, wenn
L \

oL
|

1 = ; P = : o
€OS | = (V/'5 — 1) ist; mithin ist r -+ pa = ha_jenachdem y == 720 jst. —

T4 Co8 Y

o — D09 ' - 0a = ha-— TR
U 2sin § - cosy

, und der Factor von ha ein Minimum, sobald
sin y = cos 7 ist; mithin ist
L~ fa > hy 24y 2). —

2lgine—cosa
Pk 900, '+ pa = Da v —

_l_ "

. | B ; ReEl Ly
sin « = (816 - 2) ist; mithin ist

e , und der Factor von ha gleich 1, wenn
& COs o

r -+ pa = hg, jenachdem r;z-'.';': 329207 ist. —
(@ —ps)=ha* —
r-tpa > he *
(r — pa )= [Os ist
z 3
g o i
1 -— 4 sin 5 + 08 ]2 - (208 é
(2) (r—pa)=he - : —— .
: 2 gin o - 8in 3
o= I — fa he Wenn o = 30" ist.
3 1 1 2sin®a T : leich 1
. " g, ) y e =t A 1 ACLOYT T « Il i
= (r—oen) 1 Sama. snoa Wd der Factor von he gleich 1, wenn
2 1 1
¥t B B SR | :
) sinta sINnt o — gififa 4 =, oderx
4 4 16 !
sin® &g = 0177707, und sin®ee — 0,944615 ist; mithin ist
(r — pa ) = he, jenachdem 249 55/ 58 — g THY 23 4wk gt
= - ..'__' =
; ; : 1 —2ecosq: (L+ cos) :
=" (r—pa)=he - > U und der Factor von he gleich 1, wenn

2 sin 7. 8in 2

* Ammerk. Vergl. Anmerkung zu § V, 8. Auch hicr, sowie in den beiden folgenden Albschnitten sind ans gleichen

Erwiignngen nur die hemerkenswerteren Breehnisse miteeteilt.

** Vorgl, § IL 1, (12).




l{

e
e
e

(4) cos® 7 — -

(3) cos?y 4 - c0s® 1 — 5 co8Y
.

o

co8 7 -+ - = 0, bez,

— — =0, oder

cos 1 = 0,160792, bez, cosy = % V2 ist; mithin ist

(r — oa ) == he, jenachdem 45° =

o= 900, ga —r=h;, jenachdem t ;—: 45

B =000

S

v =909
Wurzeln der Gleichung

ginte — sinta - sin® e« |

2
1
3. r - 9 Wa L e
(T'—0a ) :, Wi ==
1 Ll
bor 4 [ 0 Mg, s ist
-

1 4 4 sin
(1) r -+ ga 1

my ein Minimum fitr § = 7 und lim a = (.%*

I
*—pa) Hig e

* Verpl. 1, (6).
## Vergl, Haebler II, (156) und Anwerk. zn 2. (2) i,
By | 1

#5 Anmerk. 1. Fiir < f & ist - pa = ma L

B

o

~

fiir cos 8 = a1 YV 34, within r - pa > '”'1':_| | 2.

(7]

wsek Anymerk. 2. Fiie'? } =a ist (r— pa )==ma, jenachd
I

o — 169 46/ 48" dst; pa — 1 <" ma; vorgle § IV, 1,

(r—pa) , he, jenachdem @«

= 800 447 50, —

1]

S 'I]ﬁ Y 10* ist. —
>

= : .
r — pa = lhe, jenachdem sin « =

- . "
A=ua ist, wo @ und « den beiden

. 1
st — - = 0 entsprechen.

o -5 i
3 « LS :3 =t o g
, und der Faetor von

V14 2cos(f—7) - cosu- cos?a

2ain® o * : e
and der Factor von ma ein Alinimum

| B enst o <= T cos® o

Fiir 8 = 7 ist ma = ha (verzl. 2, (1) i)

ol - 3 = & ¥
(| I (1 BINE 6 == 1 Scost e 4= T vos® u, oder

{6).
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r - pa > me, — Das Minimum findet statt fir § — 7 und Jim a = 0,

|
f

(rt—m)=m.* —

Y —pg — 0 H 5 4+ 2) Fs ist
1 + 4 &in _3-{u.-2-r.0:~ 9 ,
(1) r~t-pa =p- 5 Aus  den gleichgesetzien ‘
Sl ] e R R | ' L
4 sin g Sin - sin

ersten Ableitungen erhalten wir als Bedingung dafiir, dass der Factor von g ein Minimum ist,

Hi!!ﬁ'.‘-*.-‘.i'[lé [1 - o8 7) {

7 und (1 -2 cos { + 2 cos® ) - sin y - sin & -

&

2 cos®-co8 & - (1 —cosy) o8- l'tm; (1 4+ 2eost+ 2e0s77)

1nd
h 1 rE =0
(.i] COS 7 {E] et R 1 | M (20—
1

: o
g ; 12 sin® o : ] i
! ] gl i T e : ., und der Faetor von ¢ ein Minimum, wenn
1 X " 2cos4.(l—cosa)

(4) 4 cos? « - (L — eose) — (1 -2sin%«a) « (2 cosa—1) =10, oder cosa

(B — 1¥3) und « = BO" 39 22+ ist; alsdann ist

r—pm) =p Es isf
mah A
I 4 =in 5 (R 9 < N0E 2
() (r—oa)=p-T ;
f f 7 ] £
: Seiey = ]
4 sin .- . BIn - SI0
2 p 2
i | ( L 1 — 2 sin®a ik
; = £, | i 1] P ’ 1]
4 ; 2 o0 o (1 COs @)

.i- I
(r — pa )= p, jenachdem 36°= a= 60° ist. (vergl. Anmerk. zu § V,
1, (4) und § IV, 5, (5).)

Anmerk, Fiir o g Ist mc e tire e { st me = ma; fir =7 st (r — pa ) mie, jenadlidem

1 $20. 901 2] ¥ — Pa e,

=
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3 ( : , 1—2cosy- (14 cosy)
B=7 (r—pa)=p-+ 4

: i i
— Zeosyi(l—cosy)

(r —pa) =p, jenachdem 60° -_f:?.'. 7 ﬁ, Filaiin B s

- e sin § | cos y o : i
/ o= 20% (fr—pa)=p-+ =1 | ' und der Factor von ¢ ein Minimum
\ ! i 1 —sgint—cosy
r-' tiir v = 45% mithin
il fp — I ._-.;' P [2 Y '.}:]
" LOS & — wm L y
! 5 '- = (v, (T fip] = Pt —, il
. 1) i P° L sine + cosa — 1
.

(r — pa } p, jenachdem 50° = '. o :ff 60° st

1 W = .
6. 1 P = fe.

Fs ist
: L !_“; i
1 4 4 sin T Cos 4 - Cos )
] : e E =
(1) v pa P = 3 ST -
4 ¢08 5 - COS 5 - 8in 5
1 - 2sin*a i
¢ =. r+pa = pe - : , und der Faetor von g gleich 1, wenn

Dcosa - (1 L cosa)’

COS o == ll (113 — 1), mithin

(2) r 4 pa f pe, jenachdem « = 49° 217 134

@ =7 4+ pa > Po; Pe = Pa. —
; 1+ 2eosy-(l 4 cosy)
=, I pa = pe - il 3 Y und

2 sin®y

3) r -+ pa _f—, pe, jenachdem cos y i (Vo — 1), oder 7 = 720 ist

T ;
¢, jenachdem L'(J':L-t--'- 1 (1¥H — 1) ist. —
b) ¥ — 2 snachdem sin « = s ist, —
i=1. (B) X —pa S p, o S 3 it
. > et : e \
= (6) pa — 1= = Po, jenachdem cos 1 = i (V 13 —1) ist. Es folgen (4) und

(6) aus (2) und (3) durch Vertanschung von g und fo. —

* Anmerk, Das Resultat ist auch ans § V, 5, (b) abzuleiten.




= Anmerk., 2.

2

* dem [ - =
I' == Pa =

(1) r

Minimum fiir 3 =

|

(3) 4sin?a .

(4) cosa -

I —
i,

Wenn

— () oder
' s
P="T L

(5) eosty

und ist r - pa = s, jenachdem 7 -

o = 90°,

Minimum fiir f =1, ein Maximum {fiir lim

3
2

8 >T -! - Pa

= H)0

und s 4r

r- fa wweimal

Vergl. Haebler I,

« OB

I;

19

Es ist

2eino- (1 -+ cosa)

cos - (1 - ¢os )

. und

. o 3 T
1 -4 sin g+ C0S 5 - €08 "5_
 pei 1 Wi B :
i ] -
4 cos o COR :} - P08 'J
+ und limw — 0% —
9y 1 _| 1 4 2sina
) T 4 po = 3

_l, (Y 7T—1), und a= 34" 37" 35 ist;

r - pa > sé-p’{i (TVT—10)** —

6) rfpm—5—

(

0 ] "
* Anmerk, 1. r > I“I . a:
o

« Uik
¥

IDa fir «

_I') I - ffa

14+ 2ecosy- (14 cosy)
2sin - (1 4 cosy)

L2 eos®y 4 cos?y —

H8L 95 Qu

(28]

i

218 . co8 5 -

2172 . cos-2- - co8

&,

o bD o)

ok
I

— &

sin « 4 cos o -

ivergl: Haebler IT, (15)).

o

) Ty o i
- 08 folgt pa: s . it
0 3
o 1t ¢ 0 s g Rk ¥y
= td lin g == (M (hex, lrm [

din Winkelwerte erhiilt man ans sind e

3 COST

8in 2 — cos o — 2

3
5

[}-1

und

hin ga

180 - pa

zin® o -

der

0, oder cos;

s, jenachdem

a2

3
5

(]

3 a3
== o

Anus den Bedingungen pa =

Hactor

(1 — 2sina) . (cosa - (1

en

cos q‘]

mithin ist

Von

s ein

und der Kacfor vom s ein Minimum,

sin® )

; und der Factor von s gleich 1, wenn

0,523731 ist,

0 (bez. lim y = 0%, mithin

QD) wind,

sin 2 -

v}
v,
r

)

Sd
. S . 08
2

HINA T

-

;¥% und der Factor von s ein

1 L
o

=0 150

B




r +pa = 8, jenachdem « = 60°; auch folgt sofort 5 s >r—-pa > 8.

(r—pa)==s

43

2

Es ist

]

P T
. 1 —4gin g+ COS ‘; . 008 2'
(H' f]' = flg | =8+ -4 X 5
i X # 4 cos el L L
4 COR 2 = BOs v = 0s 2
B A 1 —2sin« ; !
e = i, (r —pg ) =8 -4+ —— ; —, und der Faktor von s gleich 1,
| Fi . 2sin « - (1 - cos a)
WEn
. s 150 15 ma 1 !
(9) sin'a + sin®e — —- sin“u¢ — 5 sin e | A {0 1st.
. 1 —Bcosy- (14 cosy) 5 ;
= (r—opa) =58+ : fil +*, und der Factor von s gleich 1, wenn
: — 2siny-(L-4cosy) ’
: A 1 ) 3 0 st
(10) ecos*y -+ 2 cos? ;- 5 CO8 § — o = ) ist.
8INn 7T == CoS 1 x i :
a = 90°, *t—opa) =583 ) ! , ind der Factor von 8 ein Maximum

filr sin ¢ = cos ¢, mithin

1

1 - sinjcosy

f]_l.: 5 8 < 'I':H —_— 8. ‘—J ] 2:" =
i . Cos o — Sin =
B 909, (C—pa) =8 : unil
-L' J B s1i T i'll-H-Eaf-_-i
e
[J;t o 9 1
I'—-fa =5 8a.° Es ist
i .-:l
| .y S | o |
1 4 sin 9 * COS 9 Cos 4
(1) -+ pa — %a G
£ 004 o o AT e |
COs D) « 51N 5 =1 5

3 . 1-
Ci=u, I+ pa — Sa -

(2) sin*2u —cos2a-

14

= I' -+ fa S

£ Vorel, 7. (1), nnd § I, 5, Anmerk, 2. —

L 2gin®a

2siny- (1 — co8 1)

o , und der Factor von sy ein Minimum, sobald
BlNl < &

(14 2sin?«) =0, und sin « 5 ist; alsdann ist

I - pa _’:’ Sa - ‘,'" o

2co8- (1 4 cos ) ; ;
il o -—'J, und der Factor von sa gleich 1, wenn
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3 3 o : i
(3) cos*y - eosty + 5 oSy — g =0, oder cosy = 0,21708Y ist; mithin

r -+ pa = Sa, jenachdem y= T7° 27" 48", —
_ giny 4+ cosy42 3 ; R
o= 90%, I 4pyo—8g »————L— und der Factor von s ein Minimnm, 3
! sing + eosy— 1
wenn siny— cos v = 0 ist; alsdann ist W
|5l

r+pa = 8- ($43V 2).

i \ sin o — cosa - 2

— 909, (4) T4 pa == sa - - —— = und der Factor von sy gleich 1,
iz cosae —sina -1

]
) 3 EE
wenn sin 2 a i mithin ist
- : = e v : - :
I -} pa = sa jenachdem o= 24° 177 43~ ist; vergl. § II, 1, (13), sowie
unten (9) und (15).
;3 A ol
(r—pa) =5 Es 1st
, !
itk i 1 -
; 1 — 4 sin 5 - cos '3 L C0S ;
(b) (T —pu) =8 sidf —— - —, — f
. ; SR i SR
4 cos 5+ sin 5~ sin 5
f 1 — 2 sinu ; ;
Pl_e (t—pa) =8+ 57—, und der Factor von ss gleich 1, wenn
ol ' -2 sinw - cos o "
Ll s 1 - : . '
(6) sine= 5 ]/2 + | 2 ist; es ist also f
il
> . i - = e .
(r — pa ) = sa, jenachdem 22° 30 = « = 67° 30 ist.
= <
2 -l — D epay (1 1-cos . :
=7 f—pa) =81 + —F= 1 At I, und der Factor von sa gleich 1,
' Yainy- (1 —cosy)
Wenll
~ 1 3 ; S e
(7) cos*y+ 5 C0ST— 5 = 0, oder coss = 0667189 ist; mithin st
2 {
pa — T = 8a, jenachdem 7= D6° 8" 18~ ist. —
2in 1~ CDBY ety 2 i i
o — 900, (Y —pa)=8a : , und der Factor von s ein Minimum |
5 1 —sin 5 GOSY
fiir 8iny — cos y = 0; mithin ist 4'

(8) pa r=sa - (24V2)
8 O oS — Sino
,I. } — ‘Jﬂ'", (F=—1pa )= 8y » T 5
|

: Ve ! o
wenn sinu = (1T 1) ist; mithin

, und der Faetor von sa gleich 1, b

1 L cos o—Ssin .o




oben (4). —

r

L2 ]
]
s
i 5

r = s jenachdem o —

(10) v~ pa

nimum fir «

WeTT

(11) cos?y - 2 cos®y—

= P .|

3

r

-
-
v

Es ist

a ol ]
— 4 81N — - COS -

4 sin

und limy = 1),

=0,

fia

g, (vergl. (2)). —
1 4 2 cos 7-(1 4 cosy)
2siny-cosy i

Hinlrie

~ fig

-]

)

o
2

\/

@
£

+ 8l

- 2.86788. —

'1".‘!} {1' - ':'J.;| J = Mot

(r—pa)=Se -

der Gleichung

{(13) costa

trlelchnne

¥ Anmerk.

Do,

I:l' [ | e

(14) costy — cos®y
(*—pa)=¢8 -

3. Im Dreiock 3

Vergl. 1,

(I' — [a ) s A

650 42 17 ist:

2

1 '1 + 08
o LA

Es ist

und der Faetor von s. ein Minimum,

1 — 4 sin - GOS8

X 2
I =
[V & i
i sin  BiNL
2 2

1

- 2sina

2sine - (1 — cos a)

jenachdem o == <[

1

o
- OS* o —
L 1 il & 5]

Ccos= o -

COS

_,r-]‘;.';' < GOS T
chidem 0 =
1
005 i Sk 08 9
I A |

« 0" :
5

Lo

und der Faector von 2 ein Mi-

COs

nnd

-

@ i

— 2 ¢cos - (1-cosy)

GOS8

2

ug

vergl. § 1T, 1, (13), sowie

ist,

w0

— (), and 7= 63% 9 184% ist; mithin ist

oy und

— () gefunden werden.

und

3

0,

Anmerk, 2

Lo

ans




46

i':H_ —

- 8¢, jenachdem sin y—

L
5 15t, —

fi=90° (15) r — pa 8¢, jenachdem sin « (17T —1) 1st.
COR & — Sin o
1= 90° (t—pa) =8+ = : , und
sine - cosa — 1
(r—pa) e, jenachdem GO e = 30° ist, —
9. r+p >V F 170012, Es ist
o B
1 -1 4 sin g+ 008 - COS g
(1) r—pa P e —————————_  Aus den gleichzesetzten ersten
V 2s8ina-sin 3. sinyg
Ableitungen des Factors von pF
PO | T - a . e . rd
(! L4 sin 5 ° €os l_) - 008 I_: y +Co8 - 8N f - siny — 4 sina . sin f-singocos
i} T - S el L T, ( S
- CO8 '3 €08 5 4sine.sing-siny- si, - sin 3 - 81N é (1 --4 sin 5
5] =
(=) ._ij_1,,-l' gioie aag R 4 gin e sin B - gin . 8 « j L)’
s DS 9 03 9 S1I1 & = CO5 2 - 311§ S1N <+ 51N - 51N 7 - 810 g +Cos 5 s 9
1 ! : i L g o ) . s
=5 ('E 1 311 3 COR _J = (0S8 S)ﬂmu « B - COS ¥
erhalten wir als Bedingung dafiiv, dass derselbe ein Minimum ist
o ] agr L | f -+ 1 : 1 3
(3) # =1 und cos®y 4 -, cos?y g COS T — 0; der allein ver-
wendbaren Wurzel cos 1 = 0,22475 entspricht 1 — 770 43“ und das Minimum von r - gy, —

f
_I,j

mim, wenn sina

1

pa +

“ I -

Y 1 - 2sinta

fog | e

sin« . J 2 sin 2u
s B 6.3
5 ¥ 2 ist; alsdann ist
v

(r—pa) {, YR =

p 9, K.

- [

Es ist

(#] =

et |
CO8 5
. e

] B
g 25 7
s

, und der Factor von J/F ein Mini-




o

gin —-«

:

D - 4 i

_r_ l . R i A O und der Factor von a gleich 1, wenn sine — 1,
) €08 —

bez. = -}/ 2 ist; mithin ist ga - ¢ = a, jenachdem 90° > « = 45°ist. Das Maximum
2 <
von pa -+ p liegt also im Intervall « — 90° bis « — 45% und wird gefunden aus der Gleichung

fod ] | s il et e i [t
\ poed el e ; T e e o |
(2} cos o — 5 08 5 —o 0, und deren Wurzel cos 3 V v3 1.
8 ist a = 68%31/ 457, und pa =AY (P = )
=1 fa - p > a**, —
w = 90, og — 0 = & - (8in 7 - cos 7), mithin
a1 2= -0
B
Vil =0 pa -+ 0 =a (also konstant). —
i
pa — P > a. Est ist
- N
€08 ' ;
o L .y . o . a
(8) pa —p—=12a- a-tg 5, mithin die Funetion allein von o
o |
CO8 5]

abhingio, und alleemein

np — p = a, sobald «= 90" ist. —

pa + p=_C Es ist
; aa
¥ Bt . cos ! ]
Z 21n 9 cos 9
II] f4_| = 4 ;
sin ¢
e
=111 a /4
/ 3. pa —F 0 17 , und der Factor von ¢ gleich 1, wenn
! | ) i
2008 -+ cos @
Anmerk. 1. Das auscezeichnete Dhrejeck 2 =7 nml 5 (1 a 1) besitzt auzserdem die bemerkenswerte
Eipenschaft, dass in ilm b — ha =p, beg. pa — p=haist, (vergl. § 1T, 2, (4) und § VIL 2 (2)); ferner
ist fiir "= const. pa <} phoein Minimum, (verpl. 5 VILL 2, (2)).
Anmerk. 2. Der Beweis eérfolet anch leicht geometrisch: da ga '— pdie ||._}'EI'-I:"EII:‘-I' cines rechtwinkheen Dreeecks
& 3 o & 'l ¥ . . [ o :‘ W 5 » -
mit der Hihe 5 im gememsamen Ponkte von ga - ist; so st I:}J oa . @y e dst (8 V,oH, Anm. 8)

pa = g folelich a << ga =5, da von gleichen Viereeken das Quadrat das Minimnm des Umfanges besitat,




(8

2 J 1 ; : 1 ShnE o
(5) cos? w + 5 cos*a — g CO8 o — S {), nnd cos « = 0,562285 ist; mithin

- L=

Ba% 4T 107 ist.

Y g =
— ¢, jenachdem o« =
= J

¢=a (vergl. (1)) —
pa -p=c-2cotgy —
Jl'ril st (i .(1 _i_ cutg -“? tl- I!‘ p“

= 90°, pa —-p = ¢ - colg .

90°. pa - p=c-sina, mithin ga 4-p < ¢. -

Es ist

l —cosa

giny

1 Cos o

(A

= ¢+ ———z—, und der Factor von ¢ gleich 1, wenn
o | e

= kg B ; S ;
(T) sin®a - sin® « — r gina —1 =10, nnd sin z = 09376 ist; alsdann ist

g p = ¢, jenachdem « = 69°39 8~ ist. —

¢ = a, (vergl. (3)), mithin pa —p < c.

1 +cosZy . . ot [
-0 =" , und pa — p = ¢, jenachdem siny | (y 17—1),

sin
oder — 51020 6 ist.

= 90°. pa — p == C-cosecy, mithin gg —p > ¢

1l —cosu = ! s
= 900, fa —p==0-: —, und po — p = ¢, jenachdem cos ax =—

o= o =3

900, pa g < ¢, nimlich = ¢ {1 — cos ).

e ha,

[1} fia T =
o sinf-siny
1--2cosa |
. — i
Jeose- (1 4 cosa)

C 74
ha, jenachdem cos 5
—
: 2eos g = ;
v+ - - ——5—, nd sy -+ p = hg, jenachdem cos 1 =
' sin= : gl

i
s §

* Anmerk. pa--p > i Da fily: = =z ddas Minimnm wird erreicht file lim 2 = 0.




— ().562285 ist; mithin

&

(5 “ih | 4 L
(D) cos® ¢ -} — Co
: 2

ist po 0 -_::;-{‘, jenachdem a =
ol

=T, ¢ —=a (vergl. (1))

+o=c-2coff

pa +-p=0c:(1

Pa [ = ¢ col

fa ==l sin

1, wenn

L9376 ist; alsdann ist

= ¢ = a, (vergl, .(3
s + W1T—1),

=T P ="

oder 1= 51920 6~ ist.
=

=909 P — = C-Cf
— 9o, h e i

Pa

9[eds Aei NF4-11

* Anmerk. ga—-p > _; ha flir ;}
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