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a = 90°.

> 2

l + jA + 3sin 2 T > .

m a + ma == pa • J, ^ g + ^" , und m a + mb = pa , jenachdem
|/"13, oderi^ 33° 41' 24" ist.*-

ß = 90°. m a + mb > pa. —
Y = 90°, m a + m b > -n Pa. —

(m a — mb) = pa • + |/T+2cos(ß — ■{)■ cosa + cos 2 a — j/l-|-2cos(a— 7)-cosß-f-cos2 f

« = ß.
a = T-

ß= T.
a = 90°.
ß = 90°.

T = 90°.

m a — mb = 0.

(m a — mb ) = ( +

4 sin -p- • cos -~- • cos -~

l/'l — 8 cos 4 «-f 7 cos 2 a — 1 -f cos 2

>
2 sin 2 a
< 1 <

(4) und m a — mb == pa. jenachdem sina = -rV®, odera = 37° 45' 40<- r ~*........------..... > 4
vergl. oben (2j ff. —

(m a — mb) < pa. —
(m a — mb) = pa, jenachdem

Y~l + 3 cos 2 a = sin a — cos a + 2 ** ist.

>

<
>

(m a — mb) -^ pa. Jenaclidem

]A+3cos 2 >]/1 -f- 3 sin 2 a == sin a — cos a + 1 *** ist.

im a + mb) = pe • + y~l -j- 2 cos (ß — y) ■cos a 4- cos 2 a + \/~l -f-2 cos (a — y) • cos ß -f- cos 2 ß_
, « P ■ T
4 cos -jj- • cos iy • sm -£-

Li Cl U

die Betrachtungen über das gleichschenkelige und rechtwinkelige Dreieck sind denen
des letzten Abschnittes analog.****—

* Anmork. 1. Das Maximum der Fuction m a -f- mb für pa = const. tritt ein für liuiY = 90°, mithin ma -|- mb

<C — pa; mit abnehmendem■{nimmt die Funktion ab, ist für y <^ 33° 41' 24" <[ pa und wiederum für lim y
= 0 gleich pa . Das Minimum derselben liegt also im Intervall y = 33° 41' 24" bis y = 0°. Bemerkenswert er¬
scheint die Beziehung zu 2, (7): in demselben Dreiecke ist dje Differenz der Schwerlinien gleich dem Radius,
des Inkreises, ihre Summe gleich dem Radius dos Ankreises. —

** a liegt nahe bei 36°. —
1 —u 2

*** Die Gleichungnimmt unter der Substitution sin o. — cos a = u, mithin sin a . cos a ■ ■leicht lösbare Form an.

**** Anmerk. 2. Insbesondere ist flu- cc= ß m a + mb = pa . —----- 2 cos 3 et cos et-f cos 2 « und der Faotw, y(m p&
cos a . (1 -j- cos cc)

2.2.1 ________...... . , >
: 1, wenn cos 4 a -

>
-^-eos 2 «— -q- = 0 oder cos« = 0,8099295 ist; mithin 2ma =m a -j-mb = pa,

jenachdem a = 36° 54' 40" ist.
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> , l/~i-f-2cos(ß — 7)-cosa-f-cos 2 a+l/l + 2cos(a—7)-cosß + cos 2 ß
ma +nib ==s.m a +nib =s.------ !---------!--------------r1-----;—^—— -.---------------------!-----------1 < ' sin a + sm ß + sm 7
Da s stets endlich ist, die Sckwerlinie dagegen verschwinden kann, an sick aber < s
ist,* so ist nia + mb in den Fällen wo ni a (bez. nib) miendlick klein wird, also für

J. = 7 und lim 7 = 0, ein Minimum,und zwar> -j- s; andererseits besitzt die Function

ikren grössten Wert für a = ß und lim 7 == 180° (bez. D \ = 7 und lim 7 = 90°), da dann
P )

die Schwerlinien sich der halben Summe der einschliessendenSeiten nähern;* mithin ist
3

m a + mb < ~ö- s. Es genügt also m a + nib der doppelten Ungleichung
3 3

-£- s < m a + nib < -g- s.** —
3 ~>

(m a — mb) < s,* und zwar < -j- s. — (vergl. die Betrachtungen für m a -f mb = s
und Anmerk.). —

3
5. m a + mb > -g- s Es ist

T/l +2co s (ß-7)-cos« + cos ä a + ]^l+ 2cos(a -7)-co sß + cos 2ß
(l) ni a + mb = Sa--------------------------------------------------------5---------------------------------------------;

1 a • P • T4 cos — • sm -k- • sm -4-

das Minimum tritt ein für „ J = 7 und lim « = 0.

(m a — mb) = Sa. —

* Vergl. Haobler 2, (7) und § I, 5, Anmerk. 2. —

"* Anmerk. Für «= ß ist — s > m a -f" mb ^>.s----1/2; denn (1) m a -f mb = s . 2 Kl — 2cos3a.cos<z-|-cos2 a
2 sin a. -f- sin 2 a

und der Factor von s ein Minimum, (Maximum) sobald (1— 8cos 4 a-f-7cos 2 a) (2cos 2 a-f-oosa —1)=(1 — cos 2 a)
1

ma -)- mb = s.

1,6
1,6
M
1,3

1,2

1,1
1

0,9
0.8

(1 -f- cos a) (16 cos 2 a — 7) . cos a. oder cos a x 8
(cos a 2 = 1), mithin a t = 82° 49' 9" (a 2 = 0). Für a t

2 rerreicht m a + mb das Minimum s___ F2. Schreibon3

wir ferner den Factor von s in (1) ^ 9 8sm2a , So
1 -f-cos <z

3wird derselbe ein Maximum für <zo = 0, nämlich = _.s.2

a = 0 bis a = 90°; zweimal ist sie = s; denn die
Gleichung2 K 1 — 2 cos 3 <zcos a -4- cos 2 a~ 2 sin c. -|- sin 2 a

a = ß = 0° 10° 20° 30° 40° 50° 00° 70° 80° 90° liefert als Bedingung dafür, dass der Factor von s in

(1) gleich 1 ist, die Wurzeln cos a x = —und cos <z2 = 0, mithin die Winkel a x = 72 9 23' 54" und a 2 = 90°.
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I

a = ß. m a — mij = 0. —

a = 7. (ma — mb ) = Sa • + ]/l — 8 cos 4 « + 7 cos a a — 1 + cos 2 g
sin 2 a

und der Factor von s a gleich 1, sobald cos« = -r^Vl + |/31 ist; mithin ist

(mb — m a ) = sa, jenachdem 72° 35' 28" = « == 27° 35' 28" ist. —

R / * , 2 sin 7 — l/9 — 8 sin 2l .
ß = 7. (m a — ml,) = Sa • ±--------kri—-------- n-------~ undv 2 (1 — cos 7)

mb — m a = Sa, jenachdem angenähert 7 = 48° ist. —

(m a + mb) == Sc •

m a + mb > Sc. —

(ma — nib) = Sc. *

Y~l -f- 2 cos (ß—7) • cos a + cos 2 a + ~\f\ + 2 cos (a—7) • cos ß + cos 2 ß
a ■ a ■ ß T
4 sm -p- ■ sm -^- • cos -4-

; Anmcrk. m a -j- mb > ]Aß p. Es ist

, /l-|-2cos(ß — 7). cosa 4-cos 2 « + lA + 2cos(a — 7). cos ß+ cos 2 ß , ,
(1) ma + mb = V F.-----------------------'--------- r r — -------------------------------, und der

V 2 sm o. . sin ß . sm 7
Factor von \ F ein Minimum, sobald a = ß, und

(2) - sin2 2 a (16 cos 2 a — 7) — (1 — 8 cos4 a -j- 7 cos 2 o) (3 cos 2 a — sin 2 a) = 0 oder cos a = ^- y" 10 und

a = 71° 33' 54" ist. Ist > == 7 vorgelegt, so ist

(3) m a -t- mb
, 1/9 — 8 sin2 7 -\- 2 sin 7 ,/

•== y F.---------- , :-------L , und der Factor von y F ein Mm1/2 sin 2 7
ramm, sobald

(4) 44 sin4 7 — 72 sin2 7 + 27 = 0, oder sin 7 = —V^ßG (ö — V-3) und 7 = 4!»° 43' 9" ist. Alsdann ist

der Factor — 2,57012, mitbin ma + mb 3> V F. 2,57012. —

(m a — mb) = V F + 1 ~^~ 2 P° S ^ ~ ^ ' cos a "~^~ cos2 " F 1 + 2 cos (a — 7) . cos ß + cos 2 ß .
1/2 sin a . sin ß . sin 7

^ 2
für g l = 7 ist (nia — mb ) =5 V F, jenachdem (12 sin2 7 — 2 sin 2 7 — 9) ^ 8 sin 2 7 (1 -f-8 cos 2 7) ist; die

Gleichung ist vom 4. Grade in sin2 7 und besitzt 2 Wurzeln, nach welchen sich die Ungleichung feststellen
lässt. —

4*
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§ V.
1

1- r + p > -g- a.'
Für a = const. kann r unendlich gross, p unendlich klein sein; das Minimum tritt also
ein für endlich r und verschwindend p.**
Allgemein ist

cos a -4- cos ß -|- cos 7(1) r + P = a-

r + P = a

2 sin u
2 cos a — cos 2 a

r + p = a

2 sin a
2 cos -f — cos 2 7

2 sin 2 7

, und r + P > -j a. —

, und der Factor von a ein Minimum, wenn cos 7

= i-]/4, oder 7 = 37° 28' 2" ist, mithin ist r + p > a • 0,685785; für veränderlich

7 und a = const.. wächst die Function stetig und ist für lim 7 = 0 (bez. lim 7 = 90°)
unendlich gross; sie muss darum zweimal den Wert a besitzen; die bez. Winkel ergeben
sich aus der Gleichung

2 „ 4 . , 1 ,1
(2) cos 4 7 — _ - cos 3 7 —=- cos 2 7 -f- — cos 7 + j^tt = 0; sie wird erfüllt durch5 5 0 20

cos 71 = 0,959738 und cos 72 = 0,405402, und ist

r — P >a-0,270813.
r+p=a, sobald 16° 18' 49" ^7 = 66° 5' 1" ist.

(3) r

Minimum,wenn

(4)

a

Es ist
2 — cos a — cos ß — cos 7

2 sin a

2 sin 2 a — 2 cos a ■ (2 — cos a — cos [

und der Factor von a ein

-cos 7)
2 sin a = sin ß = sin 7, oder

(5) ß = 7 und sin 0 7 -|- sin 4 7 — 3 sin 2 7' -j- -f- = 0, mithin

sin 2 7 0,643625 und 7 53° 20' 48" ist. Auch hier erreicht die
Function zweimal den Wert a, und zwar für die beiden Winkel, welche aus der Gleichung

2 2 11
cos 4 7—o-cos 3 7—;^-cos 2 7—q- COS7-+-YP = 0 gefunden worden. —

!}-• p = a •
2 cos « 4- cos 2 a

2 sin a und der Factor von a ein Minimum, wenn

* Anmork. 1. Bedeutet e die Entfernung der Mittelpunkte des In- und Umkreises, so folgt aus der bekannten
r 2 - oa r

Gleichung e 2 = r . (r — 2 p), p = öt , was für lim c -—0 als Maximump = ,-, orgiebt. —

** Anmork. 2. Vergl. Haebler 2, (13)—(18.)
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5
(6) cos 3 «----- et cos a + 1 = öj und a = 6^° 2 3' 7" ist; alsdann ist

r — p > a • 0,278797. Für lim 7 = 90° ist r — p = -~-; für abnehmend y nimmt auch

r — p ab bis zum Minimum, um von dort an bei weiter abnehmendem y zu wachsen und
für lim y = 0° unendlich gross zu werden. Darum wird an einer Stelle r — p = a; der
entsprechende Wert von a wird aus der Gleichung

cos 4 « — 2 cos 3 a -4- 3 cos 2 a ■— cos a — — = 0 gefunden.

2. r + p> T -h a .*

(1) r + p = ha

Es ist

cos a -4- cos ß -|- cos y

?}
2 sin ß • sin y

, , 2 cos a — cos 2 a . , ,, , , . , .,
r + p = h a •—ö—:-------r—ö—, und der Jactor von h a gleich 1, wenn1 ' 2 sin a ■ sin 2 a '

111
(2) cos 3 a-----^cos 2 a —-=-cos a-]—j- = 0, oder

cos ai = -p- und cos a 2 = -~- ]/ 2 ist; mithin ist r -4- p = h a . jenachdem

45° =^ a =? 60° ist; es liegt also das Minimum von r -j- p im Intervall a = 45° bis a = 60°.

und wird gefunden aus der Gleichung

(3jcos 4 a — 2cos 3 a —- cos 2 c.-|-^-= 0; der allein verwendbaren Wurzel

cos a = 0,609191 entspricht a = 52° 28' 8", und ist alsdann r + p > h a • 0,96326. -

r-4-p=Jh a , jenachdem cos ß =-„-ist. —

r — p = lla.

(4) r — p = h a

Minimum, sobald

Es ist

2 — cos a — cos ß — cos y
2 sin ß • sin y , und der Factor von ha ein

mithin

(5) sin a ■ sin ß ■ sin y = sin 2 ß • sin y — cos ß • sin y • (2 — cos a — cos ß — cos y)
= sin 2 y • sin ß — cos y ■ sin ß • (2 — cos a — cos ß — cos y),

(6) T = ß und cos 2 ß — 3 cos ß -4- 1 = 0 ist; der Wurzel cos ß = g (3 — |/T),

oder ß = 67° 32' 40", entspricht das Minimum r — p > h a • ^("j/ö — 1).

Anmerk. Vergl. Haeliler 2, (14) und § V, 1.
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y = ß. r — p = ha • —-— n • oo ' —; der Factor von h a besitzt für lim ß = 90°11 ' 2 sm 2 ß

den Wert-g-, nimmt ab mit abnehmendem ß bis zum Minimum, wächst dann und wird
für lim ß = 0° unendlich gross; er ist also einmal = 1, und zwar für den Winkel,
welcher aus der Gleichung

1 „ 1cos = 0(7) cos 2 ß - 2 WB r 4

gefunden wird; es ist cos ß = -t-(Vö + 1), und4

r — p^ ha. jenachdem ß = 36° ist.* —
n

p = ha
2 COS 2 a — 2 COS a -4- 1

, und der Factor von h a gleich 1, wenn
4 cos a ■ (1 — cos 2 a)

3
(8) COS 3 a -4- -g- COS 2 a------«- COS cc + -j" = ^, lulc*

cos cti = 0,88077, cos a 2 = 0,181665 ist; mithin ist

r —p^ha, jenachdem 28° 15' 53" =a =|79° 31' 59" ist.
Nun wird r — p für lim a = 0° sowohl, wie für lim a = 90° unendlich gross; sein Minimum
liegt also im Intervall a = 28° 15' 53" bis a = 79° 31' 59" und wird gefunden ans
der Gleichung

5 1
(9) cos 4 cc — 2cos 3 a + -g- cos 2 a ----g- = 0 für die allein verwendbare Wurzel

cos a = 0,54009; es ist et = 57° 18' 43" und
r—p>ha -0,32228. —

3. r + P > -~w a .** -

r-p>Wa--^(l/"5-l). -

4. r + p > -jj- ma. *** —

* Vergl. § III, 3, (5) und Anmerkung daselbst. —
** Vergl. Haebler 2, (15) und § V, 1. — Im Abschnitt 3 und 4 sind nur die notwendig' erseheinendenErgebnisse

angeführt, da ihre Bedingungen und Folgerungen sich vielfach mit denjenigen aus 1 und 2 docken, bezw.
ihnen analog' sind. —

2 7 1
***' Anmerkung. Für a — y ist r -|- p = m a , sobald (1) cos 8 a — 5- cos 2 a — jg- cos k -|- tt = 0, oder cos a t

= 0,90407 und cos Ko== 0,5 ist. Demnach ist r + p = m a , jenachdem 25° 18' 6" ^ « = 60° ist. — Ffii'
< < <

ß = 90° nimmt (1) die Form an (2) I eosct-4-sin« 1 =1-4- 3cos2 a; es ist sin a = -r^l/l3 und

r -4- p = ma, jenachdem a £=- 5G° 18' 36" ist. —



r — p > nia ■-ö- (]/ 5 — 1)

5. r + p > pa • 0,25.**
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Es ist
m\ i cos a-4-cos ß -I- cos y , , „ , . . .(1) r -j— p = pa ■ -----------!-------löj -------̂ —^ und der Factor von pa ein Minimum,ß i

4 sm y cos -jj- • cos -4-
wenn ß = y und

(2) 2 cos -£-• cos y (sin y — sin 2 y) = (2 cos f — cos 2 Y)-sin-Q- y ist; die

Gleichung (2) liefert neben imaginären Wurzeln die verwendbare sin4- = 0; d. h. für

lim a = 180° nähert sich r-f-p seinem Minimum -j-pa. —4

* Anmork. 1. F<"ür . > = a isist r — p
2.1 1

nia, wen cos 3 a — —— cos 2 a -j- -r -̂ cos « — ~tj~ = 0 ist; der einzig-
>

reellen Wurzel entspricht a nahe bei 17° 25' und ist r — p ^= nia, jenaclulem a = 17° 25'. Für ß = "f istet =S 17° 25'. Für ß = 7

nia = ha; vergl. darum 2, (4), if. —

** Anmerk. 2. p <^ pa, vergl. Haebler 2, (12); 2p=pa; es ist 2p =pa,sobald 2tg£- = cotg i-.
< 2 2

Ferner ist

p=p a . tg£- . tg i-; der Factor v. pa ist symmetrisch in Bezug' auf £- und L und besteht für unveränderlich a diello oo -2 9

symmetrische Kobenbedingun J- -f- — = 90 — —-; daher wird für L== l_:tg£..tg i- einen extremen Wert
•i & 2i A £1 a a

erreichen, und zwar ein Maximum, wenn man berücksichtigt, dass tg —— und tg —'— echte Brüche sind.

pa ist dann die 4. harmonische Proportionale zu den Entfernungen der Mittelpunkte vom Scheitelpunkte a
und p, und der Berührungspunkt der beiden Kreise und der Scheitelpunkt a sind die beiden Aehnlichkeits-

punkte der Kreise. Ferner ist im gleichschenkeligen Dreieck (ß = 7) 2 r = pa, sobald sin —— =

—(l/"5 — l)od.fcS 76° 20' 43" ist, (vergl. § IT, 4, (3) und § I, 2, (2) ff.). <£« ist konstruierbar; denn—
iL ^> U

ist der kleinste Winkel eines rechtwinkeligen Dreiecks aus der Hypotenuse r und der kleineren Kathete,
welche dem grösserenAbschnitt des stetig geteilten r gleich ist. Femer ergiebt sich für dasselbe Dreieck

(1) a:b:e = 1/5 — 1:1:1 und (2) pb : pa = i/o — 1:2, und aus (1) und (2) — : b = — : —, d. h.
2 pa pb

halbe Basis und Schenkel verhalten sich zu einander, wie die reeiproken Radien ihrer Ankreise. — Eine
weitere bemerkenswerte Beziehung ergiebt sich für dasselbe Dreieck ausser den in § I, 2. und § II, 4. er-

« . Pörterton aus der oben erwähnten harmonischen Proportion 1: sin p -j- 2r : 2r; es ist r
sin

1 -j- sin —- , |
=-£---------------_, oder r = p —-----——, und pa = p (V5 -j- 2); der letzte Ausdruck stellt das

l-sin-g-
Maximum p für pa = const. und a = 76° 20' 43" dar. —
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lj
L, r -f- p > pa • 0,5. Unter dieser Voraussetzung ist pa = h a bez. hb, und

gelten die Betrachtungen aus 2. Ferner ist
, 2 cos a. — cos 2 a

r + p = pa • - o^ :------, und
>

2 sin 2 a
<

r + p^ Pa, jenachdem a == 60° ist. —
2 cos y — cos 2 T

r + P = Pa • s------~rr- i-------Tj und-' l ' 2 cos v-(1 +cos y)

r + p— pa, jenachdem y = 60° ist.

90°. r + P = pa
sin cos

—.—'—, und der Factor von p a ein+ cos y Maximum,
1 + sin |

sobald sin y = cos y ist; andererseits wird die untere Grenze erreicht für liniY = 0°, bez.
lim y = 90°, mithin ist

2 Pa <r + p<pa -(2-1/2). *

1 = 90°
T.J

90°. sin a 4- cos a
r + P = Pa :j------------;----:---- , Ulld

1 —■ cos a 4- sin oc

r 4~ P >"ö" ' P a ; ferner ist r + p = p a , jenachdem a == 60° ist.

r-p>fa ■ (1/6-2).

(3)r- P pa

Es ist
cos a — cos ß — cos y

. • « ß T
4 sm -j?- ■ cos 4s- • cos ~

; aus den gleichgesetzten ersten

Ableitungen

- (2 — cos a — cos ß — cos y)
T

(4) 2 sin -g
a ß y o ■ a ß

cos -jj- ■ cos 4n" • cos -£- =====2 sm-p- ■ cos -^- • cos -k- • sm ß
a

4- (2 — cos a — cos ß — cos y) • sin -~- . sm -j>- • cos f

== 2 • sin -~- • cos — • cos ~ ■ sin y + (2 — cos a — cos ß — cos y)
. . o ß . y

■ sm -~- • cos 4r • sm -4-

finden wir als Bedingung dafür, dass der Factor von pa ein Minimum ist
(5) ß =====y und (1 4- cos y) • (2 cos 2 7 — 1) = cos 7 • (l 4~ 2 cos 2 7 — 2 cos 7).

* Anmerk. Dasselbe Grgebniss findet man auch aus einfachen srcometrischen Betrachtungen.
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Der allein verwendbaren Wurzel
1

P = T-

cos 7

>
(Y 5+1) entspricht 7 = 36°* und r — p = pa (f 5 — 2).

u«.
f

a = 90°.

r — p = pa, jenachdem

(6) 2 — cos a — 2 cos ß = 4sin | cos 2 1 oder cos ß = * und ß j= 75° 31' 21" ist.

r — p == pa, jenachdem

(7) 2 — 2 cos a + cos2« =2 sin 2 «, oder a^36°* ist. —

pa sm y — cos 7 , und der Factor von pa ein Minimum für
1 + cos 7 + sm x

sin 7 = cos 7; andererseit nähert die Function sich ihrer oberen Grenze für lim 7 = 0,
bez. lim 7 = 90°, und ist

■J-Pa >r- P > pn -(ßV 2-4). -

}" 90° r — p = pa
COS ce — sm a und

sin a — cos a + 1'

r — p^pa, jenachdem sin a == -^ ist. —

6- r -f- P ^ TT s - Es ist
... , COS a-4-cos ß 4-cos 7 , , _, . ,,. .(1) r + p = s------------------—TT-------—, und der Factor von s ein Minimumv ' ' ' . a a 7'

4 cos p- • COS 4j • COS 4c
für endlich r und verschwindend p; (vergl. die Bemerkung in 1.).

« 1
ß I

. 2 cos 7 — cos 2 7 ■ , ^ 1 • 1 h= 7. r + p = s.-~— =-----^—:------4-, und der hactor von s gleich 1, Avenn1 ' l 2 sin 7-(1 + cos 7).' & '
1 3

(2) cos 4 7—9-cos7—„- = 0, oder cos 7 = 0,961858 ist; mithin ist

r+p^'s, jenachdem 7 = 15° 52' 32" ist. —
ß. Es gilt die gleiche Bedingung (2j in a. —

, = 90°. p = S
sm 7 -\~ cos 7

sin 7 4- cos 7 4- 1
und

U<r + P <s. (2-f2>**

* Vergl. 2, (7) und Anmerkung-daselbst. —
** Vergl. 5, (2) ff. Im rechtwinkligen Dreieck a = 90° ist also pa
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r — p>-g-K3-s.

r— P

Es ist

2 — cos a — cos ß — cos 7
- p —

4 COS p- • COS -g- • COS 4-

, und der Factor von s ein Mini¬

mum für « = ß = 7 = 60°.* -
o = ß. r p = s, jenachdem a == 13° 50' 59" ist, wo a aus der Gleichung

cos' 3
a -f cos 2 a -----p- cos a —^- = 0 gefunden wird

7.** r + p>-ö-s a< *

(1) r + p =

n

Es ist

cos a + cos ß + cos T
a a ■ P • T
4 cos -p- • sin -k- • sm -i-

2 cos a — cos 2 «
> = a. — r + p = Sa • 0 ;„ o ~ ~i mi(^ (̂ er Factor von s a ein Minimum, sobaldsin 2 a

1 »,
(2) 1 — 2 sin 2 a • cos a — 2 cos a • cos 2 a = 0, oder cos a = -= 1/4 ist; ***

mithin ist r + p > Sa • 1,37157. —

P r -f- p= Sa, jenachdem
3 3 >

(3) cos 4 7 — 2 cos 3 t + -9- cos y —5- = 0 ist.

r — p> Sa • -Q-f/^lö.

(4) r — p = s a

Es ist

— cos a — COS ß — COS f
, « r~p TT"
4 cos -p-- sm -p- • sm -p~

Als Bedingung dafür, dass der

Factor von s a ein Minimum ist, erhalten wir aus den gleichgesetzten ersten Ableitungen
,1

2(5) ß = 7 und 2 sin 7 • sin -p- • sin 2 7 -j- (2 -+- cos 2 7 — 2 cos 7) • cos 7 •

2 sin 2 7 • sin -5— (2 + cos 2 7 — 2 cos 7) • sin 7 • cos -X-,

* Vergl. Haebler 2, (18) und (10), und § I, 5, Anmork. 2. —
** Anmerk. 1. Aus den Bestinmiungsgleicliungenp = 4r. sin — sin i sin J- und sa = 4r . cos — . sin iL . sin -i-2 2 2 2 2 2

a > >
folgt sofort p = sa . tg — und p = sa, jenachdem a = 90° ist. —

*** Anmerk. 2. Es ist Sa =— e boz___1), vergl. darum 1, (1) ff. —2 2°
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oder cos 7 = -j-* und 7 = 75° 31' 21".

Sa = -5- c jbez.^bj . (vergl. 1, und § I, 5. Annierk. 2).

ß = 7. r — p==s a , jenachdem 7 = 49° 49' 12" ist, wo 7 aus der Gleichung
1 3

(6) cos 4 7 — 2 cos 3 7 + cos 2 7 -f- -p- cos 7 ----5- == 0 gefunden wird. —

l. r -f p > ]/F. 1/3 Es ist

(l)r + P = y rF cosa + cosß + cos7
|/ 2 sin a • sin ß • sin 7

Minimum, sobald a = ß = 7 = 60° ist. —

r — p >-jjj-V^FTyS Es ist

-, und der Factor von V F ein

(2)i

Minimum für a — ß = 7.

__ ,/^ET 2 — cos a — cos ß — COS7
j/2 sin a • sin ß • sin 7

, und der Factor von V F ein

1.** r + pa > a. 1,43394.

(1) r + pa = a

§VL
Es ist

^ 1 1 ■ a ß T1+4 sm -~ • cos —- • cos -~

2 sin a Aus den gleichgesetzten ersten

Ableitungen

(2) cos a ■ 1 1 -f 4 sin -~ • cos -^ • cos 4- j — 2 sin u ■ cos -~ • cos ^- • cos -~-

o • . « . ß
= 2 sm a • sm -p- • sin -^~ • cos -~- = 2 sm a • sm -5- ■ cos --- • sm -£-

folgt

(3) ß = 7 und cos 3 7 -f 2 cos 2 7 — -=- = 0.

Der allein verwendbaren Wurzel cos 7 = 0,4516 entspricht der Winkel 7 = 63° 9' 13'
und das Minimum des Factors von a. Vergleiche die Anmerkung zu 8, (11). —

* Anmerk. 1. Im gleichschenkligen Dreieck ß = 7 und cos 7 — — ist also die Differenzder Radien des Um- und

Inkreises gleich dem Radius des Ankreises pa, und gleichzeitig Sa ein Maximum für r — p,= const.;
vergl. 5, (6).

** Anmerk. 2. Vergl. § II, 4. Anmerk. 2 und § V, 5. Anmerk. 3. —
5*
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>„*

(r— pa)^a

(4) (r —p a j = a.

Es ist

a •' •« ß T
4 sin -g- ■ cos -k- • cos ^-

T i
= a.

2 sin a
. . .1 — 2 sin 2 a
(r — p a ) == a • H------̂ —.-------, undv l — 2 sm a '

r— pa = a, jenachdem sin a = -~- (i/"3 — 1) ist.** —

(r ■)
1 — 2 cos f • (1 -f cos -f)

2 sin 2 t , und der Factor von a gleich 0

für cos y = -p- (j/cS — 1) ;* da nun für wachsend und abnehmend f bei constantem a
(r .— P») unendlich gross wird, so ist es zweimal gleich a; die bez. Werte von cos 7
erhält man aus

(b) cos 4 7+-F- c °s 3 T -----pr cos2 T-----r- C0S T + öä = 0;*** es ist cos 71 = 0,8056

und cos 72 == 0,15954, und

(r_ pa ) = a, jenachdem 36° 19' 54" ^ 7^ 80° 49' 11" ist. —

r + pa > -ö" c.****

(6) r + pa = c

Es ist

■i I a ■ a ß T
1 -j- 4 sm -p- • cos -k- • cos ^

, und der Factor von c ein
2 sin 7

Minimum für ß = 7 und lim a = 0. —

a == ß. r + pa = c • ~ .—jt—, und der Factor von c gleich 1, sobald sin air ' 2 sm 2 a '

= -Q- 1/2, oder sin a2 = j^jAlO ist; mithin ist r -f- pa = c, jenachdem 18° 26' 6" = a =

45° ist. Das Minimum des Factors liegt zwischen diesen Grenzen, und wird sofort ge¬
funden aus der Bedingung

Anmerk. 1. r = pa, ionachdem1 = 4 sin — . cos i_ . cos -i- ist. — Für * > = o. ist r = p a , fenächdem
< < 2 2 2 T / < ' J

sin-^- = -1/2 ist. — Für ß = 7 ist r= pa , jenachdem cos 7= i- (l/3 — l) ist. [vergl. § II, % (4):

in diesem Dreieck besteht also die Boziehimtrha ,ib : r = p : pa Für a = 90° ist — pa > r > pa2 ==

(1/2 - l); H = 90°; r ^ pa , jenachdem sin a S -1/2, aber r > -

** Anmerk. 2. pa — r <C

*** Vergl. § V, 1, (2). -
**** Vergl. Haebler 2, (13)
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(7) sin 2 2 a — (2 — cos 2 a) ■ cos 2 a = 0 für « = 30°, d. h.

r + Pa = c "T .-------, und der Factor von c ein Minimum für sin a =11 2 sm a '

-j 1/2, d. h. r:-f' (%■•> c- r2.*

3 = Pa

(8) COS 4

(r — pa) = C.

c • ——------,, . ' ——, und r + p a = c, jenachdem
2 sm 7 r <

3 z>
- 2 cos 3 7 -|- 3 cos 2 7 + cos -,' — -j- — 0 ist. —

Es ist

(9) (r-pa) = c'-±
1 — 4 sin -p- • cos -y ■ cos -^

2 sin f

« = ß. fr — pa) = c- 4- -ts— =—tt —i un d der Factor von c gleich 1, wenn1 ' — 2 sm 2 a '

sin a = j^r ]/l0 (5 + 2 ]/5) ist; mithin ist

fr — Pa) = c, jenachdem 13° 16' 57" ^a^ 76° 43' 3" ist. —
"j __ Q ai ii ^ (y

a = 7. fr — pa ) = c • + —^—^-----, und der Factor von c gleich 1, wennsm a

sm a = -=-(j/3 — 1) ist; mithin ist r — pa = c, jenachdem o = 21°28' 15" ist.**

. , 1 — 2 cos 7- (1 + cos-f) , > .
= 7. (r — pa) = c • +---------- o • .— ------ ) un ^ Pa — r $ F c > jenachdem

r + Pa > -ä ü a.

2 sin 7 r "
3 >

cos 4 7 -j- 2 cos 8 7 -f- cos 2 7 — cos 7 -----r = 0 ist.

Es ist

(1) r + pa = ha
4 sm -=- • cos -g- • cos -k

2 sin ß • sin 7 , und der Factor von h a

ein Minimum für ß == 7 und lim a = 0. —

* Anmerk. 1. Der Vorlauf der Function r-f-pa für c. = 7 und o = const. im Intervall c. = 90° bis a = 0° ist also
o ___

folgender: von r -\- pa = ~s~ • c für lima = 90° nimmt der Wert bis zum Minimum r-J-pa^c. V 2 für
c. = 45° ab, nimmt dann für weiter abnehmend a zu und ist für lim<z = 0° unendlich gross. —

** Anmerk. 2. pa —r<^-~-c, da für 00= 7 pa = lib ist; vergl. 1. (4) ff. und Anmerk. 2. —
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!} r + Pa = lia • -,—P^r----------, und der Factor von h a ein Minimum, sobald1 4 sm** a ■ cos a'
sin 2 2 a — (1 + 2 sin 2 «) • (2 — 3 sin 2 a) = 0, oder

sin a = -p- Y~2 ; alsdann r + pa > ha • l/2. —
, , 14-2 cos 7 • (I + cosy) , , „ , . . . .

r -j- pa = ha • — !------0 . 2— !-------, und der Factor von ha gleich 1, wenn

cos

« = 90°. r -f pa = h a

2 sin 2 y

it r 4- f

2 + sin 7 -f c os 7
7 = -p (y^5 — l) ist; mithin ist r -(- pa == h a . jenachdem 7 = 72° ist.

2 sin 7 ■ cos 7
sin 7 = cos 7 ist; mithin ist

r + Pa > ha (2 + 1/2"). —

, und der Factor von h a ein Minimum, sobald

r -f- pa ha
Sin a — COS a
2 COS a und der Factor von ha gleich 1, wenn

sin a = --=r (3 yti — 2) ist; mithin ist

(r-pa)=h a .* -

r + pa > h c . * —

(r — pa)=h c . —

pa = h a , jenachdem a ^ 32° 20' ist.

Es ist

(2) (r — Pa ) = hc

1 ä ■ a ß T
1 — 4 sm -y • cos -k- • cos -i-

2 sin a ■ sin ß

« = 7.

r — p a = hc, wenn <x = 30° ist.
\ __ 2 sin 2 c

(r — pa ) = h c • + h—=------- ;—^— 1 und der Factor von h c gleich 1, wennv ' — 2 sm a ■ sm 2 k
3 1 1

(3) sin 6 a — j- sin 4 et-----j- sin 2 a -f ts = 0, oder

ß

sin 2 «i = 0,177707, und sin 2 «2 = 0,944615 ist; mithin ist

3, jenachdem 24° 55' 58

1 — 2 cos 7 • (1 + COS7)

(r — pa) = h c , jenachdem 24° 55' 58" ^«^76° 23' 34"** ist. —

(r — p a ) =h c
2 sin 7 • sin 2 ■ -, und der Factor von h c gleich 1, wenn

* Anmerk. Vergl. Anmerkung' zu § V, 3. Auch liier, sowie in den beiden folgendenAbschnitten sind aus gleichen
Erwägungen nur die bemerkenswerteren Ergebnisse mitgeteilt. —

** Vergl. § n. 1, (12). -
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13 1
(4) cos 3 y — -g- cos 2 -{ -----„- cos y + -j- = 0, bez.

2(5) cos 3 y - - -g- cos 2 y -----g- cos y — t- = 0, oder

cos y = 0,160792, bez. cos y — -&■ ~\f% ist; mithin ist

(r — pa)=h,., jenaclidem 45° ^ T §? 8 0°44' 50". —

« = 90°.

ß = 90°.

■r=h c , jenachdeni y^45°. —

pa ^ h c , jenaclidem sin a :̂ Tn V^IO* ist. —

T — 90°.

Wurzeln der Gleichung

(r — pa)=?h c , jenaclidem ai -^A = a 2 ist, wo ai und a 2 den beiden

-p- sin 2 a + sin a —j- = 0 entsprechen.

3. r + pa > -5- Wa. ** —

(r —pa)=?Wa. —

4. r .+ pa > -n-nia.

(1) r + pa = m a

Es ist

i , t ■ a ß T
1+4 sm -p- • cos ~ • cos -~-

■j/^1 + 2 cos (ß — y) ■ cos a + cos 2 a
nia ein Minimum für ß = y und lim a. == 0.***

(r — p a ) = m a . **** —

, und der Factor von

* Vergl. 1, (6).
** Vergl. Haebler II, (15) und Anmerk. zu 2. (2) ff.

81 , 1 + 2 sm
*** Anmerk. 1. F*~

fiir cos k

**** Annio

Ur . > = a ist r -\- pa =
"V 1 — 8 cos 4 a + 7 cos 2 a

und der Factor von ma oin Minimum

5 ___ 9 ___
V 34, mithin r + pa > nia . ,r V 26. - - Für ß = T ist m a = lia (verg'l. 2, (1) ff.)34

>
rk. 2. Für P > = a ist (r - pa ) = m a , jenachdem + (1 — sin2 a) = Vi — 8 cos 4 a + 7 cos 3 a, oder

a£ 16946'43" ist: pa — r < nia; vergl. § IV, 1, (6). -



40

r + pa > nie. — Das Minimum findet statt für ß -= 7 und Hm a = 0.

(r — pa)^m c . * —
5. r + Pa>p-0/5+2).

(1) r + pa = p

Es ist
i i i • K ß T1 + 4 sm ■■=■• cos %■ • cos -~

. . a . ß . r
4 sm -^- • sm ~- • sm -k-

Aus den gleichgesetzten

ersten Ableitungen erhalten wir als Bedingung dafür, dass der Factor von p ein Minimum ist,

(2) ß == 7 und (1 + 2 cos 7 + 2 cos 2 7) • sin 7 • sin ■!- — sin 2 7 • sin^ • (1 + cos 7)

= 2 cos 2 7 • cos ~ • (1 —cos 7) + COS7• cos], ■ (1 + 2 cos 7 + 2 cos 2 7)

und

(3) cos T = j(1/5-1), 7 = 72°

P 1 i 1 + 2 sin 2 « , , ._ . ,_. .
; = a. r + pa = p • -0------ /1 -----------\t nnd der £ actor von p ein Minimum, wenn7 ' ' ' 2 COS a . (1 — cos a) l '

(4) 4 cos 2 a ■ (1 — &os a) — (1 -j- 2 sin 2 a) ■ (2 cos a — 1) = 0, oder cos a ==

~ • (3 — 1/3) und a = 50° 39',22" ist; alsdann ist

(r — pa ) = p.

r + pa>p-(3 + v3).

Es ist

']

(5) (r — pa ) = p -d

(r — pa = p • 4

1 — 4 sin p • cos „ ■ cos
, . a n TT
4 sm • sm ^ • sm -'-

2t Li &

1 — 2 sin 2 a
2 COS a ■ (1 — COS a)

und

(r — pa.)=p, jenachdem 36° = a^ 60° ist. (vergl. Anmerk. zu § V,
1, (4) und § IV, 5, (5).)

* Anmerk. Für a. = ß ist ni c = lic; furo =7 Ist m c = nia; fürß==7 ist(r.— pa ) = nie, jenachdem

7 = 42° 20' 21": r — pa < nie.>
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n . 1 — 2 cos if • (1 + cos -,-) ,
(r — p a ) == p ■ ± —— -^TT-r und

a = 90°. (r — pa ) = p • +

2 cos ■{• (1 — cos ■()
ichdem 60° =

sin f + cos if
(r —p a ) ^p, jenachdem 60° = 7 == 75° 31' 21" * ist. -

1 — sin y — cos
für 7 = 45°, mithin

Pa - r > p (2 + V 2). -
ß | «™ , cos a — sin a90°. (r — pa ) = p • ± -rsina + COSa — 1'

, und der Factor von p ein Minimum

und

6- r + pa =5 pc.

(r — pa ) sp p, jenachdem 30° = a ^ 60° ist.

Es ist

(1) r + pa == po
1 + 4 sin -~- • cos -t • cos 4-

~ « p ; i~4 cos -~- • cos -V • sm -i

« = ß. r -f- pa = pc
1 + 2sin 2 a

2 COSa • fl + COSa)
, und der Factor von p e gleich 1, wenn

cos a= -j- (l/13 — 1), mithin
>

ß = T-

(2) r + pa = pc, jenachdem « ^ 49° 21' 13". —
r + pa > pc; pc = Pa. —

1 -f 2 cos y ■ (1 + cos y'r + pa = pc , und

(3) r + pa = pc, jenachdem cos y = -j- (Vo — 1), oder y =?= 72° ist. —

(r — pa ) = pc.

a = ß. (4) pa — r = pc jenachdem cos a = -j- (yb — 1) ist. —

a = Y- (5) r — pa =? pc, jenachdem sin a == -g- ist. — '

ß = f. (6) pa — r = pc, jenachdem cos f =■ -j- <y 13 — 1) ist. Es folgen (4) und

(6) aus (2) und (3) durch Vertauschung von pa und pc. —

* Anmerk. Das Resultat ist auch aus § V, 5, (5) abzuleiten.
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1. r + p a > T s* Es ist

(1) r + pa = s
i < a ■ a ? T
1 -4- 4 sin -~- • cos -jj- ■ cos -£■
_ . « P "T"

4 cos -~- • cos y- • cos y
, und der Factor von s ein

Minimum für ß = 7 und lim a = 0°. —
ß) _ „ l + 2sin 2 «

V = a. (2) r + pa =
T J

wenn

= 0 oder

-, und der Factor voti s ein Minimum,
2 sin a ■ (1 + cos a)

(3) 4 sin 2 a ■ cos a • (1 -j- COS «) — (1 — 2 sin 2 a) • (cos a • (1 -f- COS a) — sin 2 a)

(4) cos a = - (y' 7 — 1), und « = 34° 37' 35" ist; mithin ist

r +pa^si-l/6 (7 1/7—10).** -

1 + 2 cos 7 • (1 + cos T)
ß = T. r + pa = s -, und der Factor von s gleich 1, wenn

2 sin -f ■ (1 + cos 7)
1 3

(5) cos 4 7 -f- 2 cos 3 y -f- cos 2 -,' ----_-- cos 7 —0- = 0, oder cos 7 = 0,523731 ist,

und ist r -f Pa ^ s, jenachdem 7 = 58° 25' 2". —

a = 90°. (6) r + pa = S
1 -f (.2 V2 • cos 4 • cos 4

2 i/2 • cos -—- ■ cos p-
, *** und der Factor von s ein

Minimum für ß = 7, ein Maximum für lim ß = 0° (bez. lim 7 = 0°), mithin
3
j s > r + pa ;> s ■ /2. —

sin a — cos a -f- 2= 90° (7) r + Pa = s • . " , - "J sin a + cos a + 1
und

2i/i* Anmerk. 1. r i>—]/3.s; (vergl. Haebler II, (18)). — Aus den Bedingungen pa = 4r.sin « P Y— . COS-'— . COR '
2 2 '>

und s = 4r . cos— . cos -E- . cos J- folgt pa : s = to -, mitliin pa = s, ienachdem a = 00° ist. --
2 2 2°' °. 2 ,<■■ <

** Anmerk. 2. Da für a = ß und lim 7 = 0° (bez. lim 7 = 180°) r-fj pa = — s (bez. = GO) wird, so ist

111
r + pa zweimal = s: die Winkolwerte orliiilt man aus sin 4 a — sin 3 a 4- —sin 2 a — — sin« -4- — = 0.—

2 2 8
*** Vercrl. Haebler I, 1.
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(r — pa ) = s.

\ ** ^ 1
r + pa === s, jenadidein a = 60°; auch folgt sofort ~- s > r -j- p a >-g-s.

Es ist

(8) (r-p a ) = s-±
/ , ■ « P T1 — 4 sin w ■ cos k- • cos ~

^ « P T4 cos -»- • cos -. ■• cos -i-

M
wenn

ö. (r — p a J = S ; +
1 — 2 sin 2 a

2 sin a • (1 -j- cos a)
, und der Faktor von s gleich 1,

(9) sin 4 a -f sin 3 a-----5- sin 2 a -„ sin a -j- ■-&■ =?= 0 ist.

a / •> 1 1 — 2 COSY • (1 + COST) . , _, , . , .
p = Y« (r — pa J == s • + —q—=------ n 1 -------"» lul(i der Factor von s gleich 1, wenn

4 sin Y * (t -f- cos -|'J
1 3

f 10) cos'1 y 4- 2 cos 3 y --- ?r cos y —0 - = 0 ist.£1 o

et = 90°.

für sin y = cos y, mithin

(r — pa ) = s • + „~~ -.' "■"■ -■ ' un ,i (j er Factor von s ein Maximum
' 1 + sm y -j- cos y

j = 90°.

(11) -£- s < pa - r < s. (2 - j/2). -
.. cos u — sin a

(r — p a J = s ■ + „ ; „„ , „..... , T , und

pa — r < -5- s.

r + pa >-%■ Sa. *
_1.
2

sin a -j- cos et -\- V

Es ist

(1) r + p a = Sa
1 + 4 sin -p- • cos 2 ■ C0S t

4 cos g- • sm ~ ■ sm -£-

*\ — r -f- Pa == Sa • - b . ti . 9--------, und der Factor von s a ein Minimum, sobaldsm
1 .

(2) sin 2 2 a — cos 2 a • (1 -j- 2 sin 2 a) = 0, und sin a = ^- ist; alsdann ist

r -f pa > Sa • V 3. —
1 + 2 cos | ■ (1 + cos T)

1 -+- pa — Sa ■ -----Fj—:----------75-----------------:-----
1 2 sm y • (1 — cos y) , und der Factor von s a gleich 1, wenn

* Vergl. 7. (1), und § I, 5, Anmerk. 2.



44

q 3
(3) cos 4 7 + cos 2 t + 9- cos7 — -„- = 0, oder cos7 = 0,217089 ist; mithin

r + Pa = s a , jenachdem 7 = 7?° 27' 48". —
SIT) Y I PO^l "f —4—c

a = 90°. r + pa = Sa • -.——------ h , und der Factor von s a ein Minimum,
1 sin 7 -f- cos 7 — 1

wenn sin 7 — cos 7 = 0 ist; alsdann ist
r + pa ^ Sa • (4 + 3 V 2). -

sin a — cos a + 2
}- 90°. (4) r -4- pa = Sa cos a — sin« ~-, und der Factor von s a gleich 1,

wenn sin 2 a = -j- ; mithin ist

r _j_ p > Sa JenacMem «,= 24° 17' 43" ist; vergl. §11, 1, (13), sowie

unten (9) und (15).

(r — p a ) = Sa.

(5) (r — pa ) = Sa • +

Es ist

^ a ■ a ß Tf
1 — 4 sin -<>- ■ cos -i- • cos ~

~~ « ; p : 7" •
4 cos -g- • sin y'Sin-p-

T >

2 sin 2 a
, und der Factor von s a gleich 1, wenn

wenn

(r — pa ) = Sa ■ + 0 •v l ' — 2 sin a ■ COS a

(6) sin a = -=- Y~2 + y 2 ist; es ist also

( r _ Pa ) ^ sa, jenachdem 22° 30' =f <* = 67° 30' ist. —
.1 — 2 cos 7 • (1 + cos 7 , , „ i-ii

(r — Pa ) = sa • + —rr-.------ h-^ — -—rA und der Factor von s a gleich 1,
' • - 2 sm 7 • (1 — cos 7)

1 3
v (7) cos* 7 + -5- cos 7-----g- = 0, oder cos 7 = 0,557189 ist; mithin ista O

pa — r == s a , jenachdem 7 = 56° 8' 18" ist. —

S1H Y___ COS Y
a = 90°. (r — p a ) = s a • + -.,-------5—1- —-—, und der Factor von s a ein Minimum

v ' ' ~ 1 — sm 7 — cos 7
für sin 7 — cos 7 = 0; mithin ist

(8) Pa ~-r> s a -(2 + f 2). -
ß 1 ™a r -, 1 cos a — sin a , , ■ _ t • 1 i1 J. = 90°. (r--pa) = s a •+=—i---------------•—i und der Factor von s a gleich 1,
7 / v ' ' — 1 -4- cos a — sm a

wenn sin a = -r- (VI -j-1) ist; mithin

i
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oben (4).
(9) pa — r = s a Jenachdem «^ 65° 42' 17" ist; vergl, § II, 1, (13), sowie

r + Pa > ö Sc Es ist

(10) r + pa = Sc

1 i' i • a ß T
1 + 4 sm u ■ cos ~ • cos £

< • a • ß T
4 sm ~ ■ sm ^ • cos ~

und der Factor von s c ein Mi¬

nimum für oc = ß und lim f = 0.
a = -,-. Sc = s a . (vergl. (2)). —

o , 1 + 2 COS Y-(l +C0ST) , , T1 . ... .
p = y. r + Pa = Sc • —— r> • —------- i un d der I actor von s c ein Minimum,' 2 sm -f ■ cos 7

wenn

(11) cos 3 -,- + 2 cos 2 7— =■ = 0, und T == 63° 9' 13"* ist; mithin ist

(r — pa ) — Sc.

r + pa > sc • 2,86788. —
Es ist

(12) (r - pa ) = So • +

a = ß. (r — pa ) = Sc • +

1 a ■ a ß T
1 — 4 sm y cos -~ ■ cos +
~~ « : p T

4 sm -~- • sm ■+ • cos +
1 — 2 sin 2 a

2 sin a ■ (1 •- cos a)
, und

(r — pa) = Sc, jenachdem ai-=<£A = a 2 ist, wo ai und a2 aus

der Gleichung
1 3

(13) cos 4 a — cos 3 a— ^ cos 2 a+co'Sa— ö" = 0 gefunden werden.
Sa.

, 1 — 2 cos T • (1 + cos 7)

Gleichung

(r — pa ) = Sc • +-------- o • —-------- j vmdv ' 2 sm t • cos t

(r — pa) = Sc, jenachdem 71 =<{ C = 72 ist, wo yi und 72 aus der

(14) cos 4 7 — cos 3 7 — g cos 2 7 — 0 cos T + 5 = 0 gefunden werden.

a = 90° . sm y + cos y
(r — pa) = Sc ■± . „ ^ o ^ ,1 , undsm y — cos ■

* Anmerk, Vergl. 1, (13). Im Dreieck ß = 7 vorhält sich a : sc = 2 : 1; vergl. auch § I. 5, Anmerk. 2.
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pa — r .== s c , jenachdem sin 7 < 2 ist.

ß = 90°

T = 90°.

(15) r — pa = Sc, jenachdem sin a = --'■ (j/7 — 1) ist. —< > 4
, . . cos a — sin a
(r — pa ) = sc • +--------j------------ -.,, und

~- Sin a -|- COS a — 1'

(r — pa ) == ? c , jenachdem 60° == a == 30° ist. —

9. r + Pa >fF. 1,70012. Es ist
ß

1 -f- 4 sin " • cos ~ • cos T>
(1) r-f-pa == j/F • _ r ^ _ -----7 ^ __ —. Ans den gleichgesetzten ersten

Ableitungen des Factors von j/F

1 + 4 sin p- • cos ^ ■ cos ^

]/ 2 sin ä • sin ß • sin j

(2)

cos a . sin ß . sin 7 — 4 sin a • sin ß • sin 7 • cos 0

cos p • cos

• cos ö • cos

|=4 sin a ■ sin ß ■ sin 7 • sin „ • sin ' • sin I- + J1 + 4 sin ^

,j j sin a • cos ß • sin 7 = 4 sin a • sin ß • sin 7 • sin „ ■ cos £ • sin -J

+ 11 + 4 sin lJ • cos ^ • cos ^) sin a • sin ß • cos 72 2
erhalten wir als Bedingung dafür, dass derselbe ein Minimum ist

5 11
(3) ß = 7 und cos 3 7 + -.-cos 2 y+-g-cos 7 — -. = 0; der allein ver¬

wendbaren Wurzel cos 7 = 0,22475 entspricht 7 == 77° 0' 43" und das Minimum von r + pa . -
« 1 + 2 sin 2 a

'-j-pa = u -3— , /-̂ , „— , und der Factor von |/F ein Mini¬sina • ]/ 2 sin 2a

mum, wenn sin a = -=- j/2 ist; alsdann ist

r + Pa > 2 • l/F.
>

(r-pa)f VF: -

1. pa + p=a.

cos

§ VII.
Es ist

1-7

(1) pa + p = a ■
cos
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/
= a.

. 8
sin -j>-a

pa + p = a ■---------, und der Factor von a gleich 1, wenn sin a = 1,
eos-fr

bez. = -~- y~2 ist; mitbin ist pa -j-p = &, jenachdem 90° > a = 45° ist. Das Maximum

von pa + p liegt also im Intervall a = 90° bis a = 45°, und wird gefunden aus der Gleichung

(2) cos 4 -=-----jr- cos 2 -77—ö- = 0, und deren Wurzel cos* cr = -n-V~V3 + 1.
I di iL O & it

Es ist « = 68° 31' 45", und pa + p < a • ]/3 (2 ]/3 - 3). —
ß = T- pa + p > a**. —
a = 90°. pa -f- p = a • (sin -,- -f- cos y), mithin

a • V 2 > pa + p > a. —

!}= 90°

>

pa + P' = a (also konstant).

p = a.

cos

Est ist

(3) pa — p =

abhängig, und allgemein

2

cos
= a • tg '-p-, mithin die Function allein von a

pa p = a, sobald a ^ 90° ist.

pa + p ^ C.

(4) pa + p = C •

pa + P = c -

Es ist

o • a ß — 7
2 sm -p- • cos „

sin y
3

sin -p- a
-, und der Factor von c gleich 1, wenn

2 cos -_- • cos a

:; Anmi'iiv. 1. "Das ausgezeichnete Dreieck <z= y und cos cc.= ~K (r 3 — lj besitzt ausserdem die bemerkenswerte

Eigenschaft, dass in ihm Im —ha = p, bez. pa — p = h a ist, (vergl. § II, 2, (4) und § VIT, 2, (2)): ferner
ist für F = coiist. pa + pb ein Minimum, (vergl. § VIII, 2, (2)). —

* Anruerk. 2. Der Beweis erfolgt auch leicht geometrisch: da pa -f- p die Hypotenuseeines rechtwinkligen Dreieck s
\2

mit der Höhe im gemeinsamen Punkte von pa-f-p ist, so ist \-^-\ —p a . p; nun ist (§ Anm. 3)

pa ^> p: folglich a <Z pa ■'- p, da von gleichen Vierecken das Quadrat das Minimumdes Umfangesbesitzt.
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(5) cos 3 a + g
3 1

cos 2 a. -----ö- cos u. — -,, == 0, und cos a. = 0,562285 ist: mithino o

ist pa + p = c, jenachdem « == 55° 47' 10" ist. —

a == f. c ^= a (vergl. (1).) —
f—i- pa + p = c • 2 cotg if. —
a = 90°. pa -(- p =====C • (1 -f COtg 7), d. ll. pa + P > C. —
ß = 90°. pa + p = C • COtg -(. —
T = 90°. pa + p = c ■ sin a, mithin pa + p < c. —

pa — p = C.

(6) pa — p = C

Es ist

1 — cos a
sin y

ß = T-

pa — p = c-----;—,,—, und der Factor von c gleich 1, wenn1 ' sin 2 a '
3

(7) sin 3 a -f- sin 2 a -----r sin a — 1 = 0, und sin a === 0,9376 ist; alsdann isti

pa —' p = c, jenachdem a == 69° 39' 8" ist. —

c =====a, (vergl. (3)), mithin pa — p < c. —

p==c, jenachdem sin f=-r- (|/l7— l),pa — p sin v -, und pa < > 4
<

oder t = 51° 20'6" ist. —

a = 90°. pa — p == c • cosec -f, mithin pa — p > c.
o nnn 1 — COS a >
ß == 90°. pa — p == C • -------------, lind pa — p ==

1 l COS a ' l ' •<

pa — p < C, nämlich === c (1 — cos <z). —

Es ist

P j= c, jenachdem cos « ^=^ ist. —
T == 90°.

2. pa +p = ha.

(1) pa + P = ha
2 sm -Q- • cos !—ö

sin ß • sin 7
ßl

ß = T

== a. pa
1 -j- 2 COS a und

pa

+ P ha ' 2 cos a • (1 + cos a)'

a + P =^ha, jenachdem cos -g- == -q- |/2* ist. —

rj == ha • -rrrs—> ™d pa +p =? h a , jenachdem cos 7 = 1/2 —1 ist. —sm- < <

* Anmerk. pa -)- p ^> ~r ha für . > = «; ilas Minimum wird erreicht für limtz=0. —
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(5) COS 3 a + -g

ist pa -f- p = c, jenachdem a =

a = f. c = a (vergl. (1).]
ß = T- pa + p = c • 2 COt;
a = 90°. pa + p == c ■ (1
ß = 90°. Pa + p = c • coi
T = 90°. pa + p = c • sin

pa — p = c

0,562285 ist; mithin

3 p »
Anmerk. pa + p >• ~r ha für }

I, wenn
i

,9376 ist; alsdann ist

sin T £1(1/17-1),> 4

< 1'
: COS a == -5- ISt.

os y ^ 1/2 — 1 ist. F
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