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[n der nachfoleenden Arvbeit habe ich mich anf ein Gebiet begeben, welches im
geometrischen Pensum des Gymnasinms einen bescheidenen Platz inne hat, und diesen ans
praktischen Griimden anch hehalten wird, auf das Gebiet der Defermination der Elemente
geradliniger Fignren. Eine ersehdpfende Behandlung jeder im Unterricht gestellten Aunf-
gabe nach dieser Richtung hin verbietet sich von selber; aber auch eine missige Inanspruch-
nahme der karg bemessenen Zeit hierfiiv diirfte angesichts des zu bewiltigenden Stoffes nur
anf Kosten des Gesamtpensums statt haben kimnen. Trotzdem ist es notwendig, dass der
Lehrende der Bedingungen der Lisbarkeit sich bewusst ist, und bei passend erscheinender
Gelegenheit, in besonders dankbaren Fiillen, dem Schiiler die vollstindige Discussion der
Anfeabe vermittelt. Ohne Zweifel ist namentlich fiir die numerische Auflisung des Dreiecks
die apriorische Bestimmuong der Moglichkeit derselben wvon Wert. Frseheint es anch nicht
unangehracht, den Schiller zuweilen in imaginiiven Fregebnissen sich festrenmen zu lassen,
um dann desto iiberzeugender die Notwendigkeit der Determination darzuthun, so wilrde
aunch hier ein Zoviel vom Uebel sein und den Lernenden misstrauisch gepen die Wissenschaft
machen; igt es doeh schon an sich empfehlenswert, wenn moglich, jedes Problem so zu fassen,
dass ein rundes Facit herauskommt.

Die Untersuchuncen von Reidt,®) Lanee,®*) Haebler®*) und anderen weisen neue
Wege in die recht spriide Materie der Determination. Besonders Haebler hat neben Anf-
stellung allgemeiner Gesichtspunkte fiir die Determination geometrischer und algebraischer
Aunteaben im Abschnitt 11, 2 eine erschipfende Behandlung des wechselseitigen Schwankungs-
bereiches zweler Bestandteile eines Dreiecks regehen, Fir vorliegende Arbeit sind dadureh

-

eine Reile von fritheren Untersuchuncen fiir ernente Mitteilung wertlos geworden; trotzdem
verdanke ich der letzteenannten Arbeit, sowie den dankbarst entgerengenommenen brieflichen
Mitteilungen des Verfassers willkommene Anregung.

Ich habe im Folgenden versuncht, die additiven Kombinationen zweier gleichartige
Elemente des Dreiecks anf ihr Quantititsverhiiliniss zu ebeu diesen Elemenfen zu unter-
snchen. Unter Elementen des Dreiecks ABC sollen die Seiten (a, b, ¢), die Hohen (ha, hy,
he), die Winkelhalbierenden (wa wh we), die Schwerlinien (ma, mp, me), die Radien des
Um- und Inkreises (r, g), die Radien der Ankreise (pa, pb, oc), die Symbole des Umfanges
(8, sSa=8—a, sh=8 — D, §,=58 — ¢), die Fliche (F') verstanden sein. Ks sei hier gleich
bemerkt, dass die zur Vergleichung herangezogenen Elemente der ersten 4 Kategorien wegen
hiinfig eintretender Indifferenz oder Identitit so wenig bemerkenswerte Ergebnisse boten,
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dass ich auf die Mitteilung derselben verzichten konnte. Die Arbeit beschriinkt sich daher
auf die Heranziehung der letzten Kategorien zur Vergleichung, sowie auf die Beziehungen
ihrer additiven Kombinationen zu allen Elementen.

Was den Gang der angestellten Untersuchungen betrifft, so ist die zur Vergleichung
herangezogene Grisse durchweg als konstant angesehen worden. Nach Aufstellung der
allzemeinen Bestimmungsgleichung

(D SE= il Ay
— wo fiir alle in Beriicksichtigung kommenden Werte der Variablen f und ¢ endlich, stetig,

eindeutig, reell, und fiir ¢ (g, 3, 7) die Nebenbedingung «+- g+ =180 mithin a < 180" —y
vorausgesetzt sein sollen — wurde ¢ (&, 3, 7) auf extreme Werte — sobald ginfachere
Methoden®) nicht zulissiz waren — mittelst Differentialrechnung untersucht. Bedentend

erleichtert wurden die nmfangreichen Rechnungen oft dadurch, dass aus der Aufgabe ohne
Weiteres erkenntlich war, dass in dem betrachteten Gebiet nur ein Maximum oder ein
Minimum bestehen konnte. Die Vorzeichenbestimmung der vollstindigen Aenderung der
Function in der Umgebung der aufzefundenen singuliven Punkte durfte daher meist ver-
nachlissigt werden.

In Beriicksichtigung der Bedingungsgleichung 3=180—a—7 oder o (g, 8, 7)=0
ist im allgemeinen # als abhiindige Variable in ¢ angesehen worden. Fiir extreme Werte

¥

bestehen dann die Gleichungen
fop
—0 und =2
LY oy

= dgp
s
i

da B als Function von ¢ und y in ¢ enthaiten ist,
dp  dop d3

— (), oder,

deo  dp  d8 _

0 i =10 und (4) : ==
(3) da ' d g du gy g8 Sady |
die partielle Differentiation der Bedingungseleichung o (¢, 3, 7)=0 liefert
3 §1H %) = 3 Iy
Gy c2dv N - ol o ) G2 cvs 00 - g
et l]::' e "y E}_‘{' {i.'f fj;’
0 2 5 2 A ’ .
eleminiert man ‘l‘r aus (3) und (5), und '1" aus (£) und (6), so folgt
det oy
P T L dop  dp : dp  dp dp  dup
( = e - = =1L 1 o s : —{):
\0 da  df dg  da R, A5 dy ~ d3 dg  dy i

aus (7) und (8) und aus » (a, 3 7) =0 erzeben sich damm e @ und y*¥).
) symmetrisch war, wurden die Botrachtungsn von Haebler a. a. 0. I, 1 verwortet:
civte Resultat; in § VII und VIIT gestattete dic I
dor Bestimmungseleichune £ Cop A% 4. ) sehr oft divect die Aufstellong der extremen Werte.

*) Wenn o (& 7

rm

guweilen croab die Sehellbag Methode sofort das ¢

##) Ks ompfahl sich, zwecks Haumersparniss don Ganz der Einzelunternehmungen durch

ist (in & TI, 4 und a. a. Q. 0.) von der ohen oo

scheidenden Beziehungen nur anzudeaten.  Anch
zu Gunsten der Rechnune dabin abeewichon worden, dass die Variablen in P zuniichst alle als
i INCET ZeWISSeN

sehen warden, und daranf erst Bedingungseleichung % (2, §, 7)=0 beriicksichtigt wurde, was

Vorsichtsmassreoeln  pestattet ist, — Sollte endlich unter den zahlreichen und oft ermiidenden Rechnungzen ein

Tretum it unterzelanfen sein, =0 bitte ich meinen Kritiker, mir die dem aunsiibenden Schulmanne und gleichzeitizon
Autor znkommenden mildernden Umstinde zubilliven zu wollen.




Wenn fir ¢ (o 8 y) extreme Werte nicht vorhanden waren, — was dann duorch
das Zeichen = ausgedriiekt ist, — ist die Untersuchung auf das gleichschenkelige, und, wo

es lohmend erschien, anch aunf das rechtwinkelige Dreieck ausgedehnt worden, d. h. zn der
Bedingungsgleichung v (q, §, y) = 0 trat eine zweite ¥ (a, 3, 7)=10; durch Elimination
der abhiingigen Variablen ist dann jedesmal ¢ (¢ §, 7 dergestalt umgewandelt worden,
dass nur eine unabliingige Variable darin enthalteu war.

Um endlich den Verlauf der Function f im vorgeschriebenen Gebiet iibersichtlicher
zu machen, ist durchwez die Bedingungsgleichung fiir f ’: ¢ aufgestellt und gelist worden.

Die Anmerkungen zu § I, 3 und 5, § IV, 4, § VI, 1 und andere geben Aufschluss fiber den
Gane dieser Untersuchungen und deren Ergebnisse. —
= - { =1

)

R

1. a-+b = r (2r, 3r), jenachdem sin « - sm = (l, ‘));

* aber a4 b < 4r. Es ist
a-1b—2r (sin «-|-sin §) und der Factor von 2r < A —

- + - ] e
a—Db = r, jenachdem sin «— 8in p o] aher
= ! - a
a—bh < 2r, da sin « —sin § <7 1 ist. —
2 *atb >p Denn
. [/ g 0
(1) a4b—p. (cotg L"'“*'l_,:r 2 cote J, ), unid

der Factor von p ein Minimum fiir

(2) « = und sin L ij {]'.-': —1 }, mithin

fiir 1= 76° 20" 43“; alsdann erreicht
fiir p = const. a b seine untere Grenze und ist
@ a-tb >p. Y2OHBYVH +11).

> i
* (a—Db) =p Denn
: sin o — sin 3
4) (a—b)=p =+ —— i
ot s T rsl e on (P
2 sin 5 sin 5 sin 5

#) Vergl, Haebler, Jahreshericht der Fiirsten- u. Landesschule zu Grimmn. 1887—1888, 11, 2, (22) u. (23 )
£ A nmerk, Fssoll bier, wie im folgenden, die Klammer die Deutung haben, dass der absolute Wert der Klammer-
orisse in Rechnung zu ziehen ist.  Ebenso sollen dic Doppelvorzeichen die Bedingungen fiir a —b und

b — a engebern.
1*




a—j g —h ;==

[/ oy S - =) [ e e b

'i} i (a — D) =0 sobald 4499 28 54~ { = GRMICETE Jat
| E P i 2

Denn der Factor von g in (4) ist gleich 1, wenn
(6) teX F Qte — 2ty -2 =10 und
(6) gy — 1,17009, bez. — 248120 ist.

(/8 .
.Jl = 90°% (a—"h) = p, jenachdem
3 .
14 2 e : '-’ / 4] ; =]
(7) I —sinf — BN 3 COs _'; Sin j) und
S AL p
(8) sin § = 5 1st, — Fiir i =90 ist
in (7) und (8) an Stelle von B « zn setzen.
1 =900 (a — b) =p, jenachdem
el > 4
(9) = =gina= = ist. —
B ] H
s - h ; fa
S
= ; ( g HHe
Es ist (1 :I & -1 b ':'f;[, . {K'HT;‘_" o= 1;’.’.";)
@ = . a—b=pa-2coseec u, mithin a b 2.pa, —
D - s
4 cotg® -l 1
ot=T. a-h fa. - = mithin a b > Pre —
2 cotg 9
- i
3 te =t Ei
[ : 3 tor 5 to 5
=1 &b =pa - , und
b2 |
1—tg 9
a--b pa, jenachdem y — 34733 44 ist; der Factor von pa ist gleich 1, sobald
(2) tePy —te? s —3tg 5 +1=0 ist. —
o= D0 a4 b = pa. ( 1 tg ‘));_ es ergiebt sich sofort die doppelte Ungleichheit
ra el b 2 Da. -
’ ] ; £ ; P
=90 a—{ b= g ( cotg & -1 ), mithin

i l'_"'j"‘!([l —_—




] ]
- a Biin o
: cotg= ) 2 eote g 1 : ]
9o, a-+b [ : ,md a-+b = pat —

LL] I, ~ -'I
otor= — coto

cote ) cotg 9

([ =—D) = (. s 1st

(3) (@ —b)

0 =

)

.‘. i r‘ I'S\
Paie == 18 5 ( 1 — cotg D) ) ~
B. a—b=0, -

/ P s
®=1, (}] r— ]’| = i - L[I'E‘ )

s L'.aigq), und der Factor von py gleich 1, sobald

(1
- 9 /4 1 (78 o
(4) 5tg* 5 Fatgg —1

0, mithin tgg5 = -+ S B R
- =3
Aus (4) folet, dass a ga, und b

a pa 1st, jenachdem
o - 2 T ; : ; - g
tg 5 3 oder a 369 524124 jst. lm Uebrigen vergleiche 2. Anmerk.
= ¥ i
fi=1. (a—b) =g+ tg I) ] (1 — tory- [g.'}), u. der Factor von oa =1, jenachdem

K 0 f -I. -_'-I' .-I- AL R Lo ~ - E ]
(9) 3 tg® g + 185 — g5 3 1 — 0 ist. Da fiir lima — 0 und lim o = 180"
(a — b) unendlich grosser, bez. unendlich kleiner py ist, so liefern die Gleichungen (5)
2 Werte filr te

&)

) Bt

fiir welehe der Factor von sa gleich 1 ist
;] ]

s ,,.1-|-
atgs 5
o=

(a —b) = ga — ;. mithin
s gl |
! =15 L}
il - ]] < -:'J”.
: +9
b 900, (a.—h) Pa

- -5 mithin ist
cotg® _I) - gote .I]

b=

na. jenachdem cotg -|; 2 oder = 53" T 48" ist.
b Tl allremein fostzostellen, in welchem Sehwankunesbereich der Winkel o und 1 der Factor von na
: : | ' % EYa ! gt =
in der Gleichung a b fa ( cote — -+ e _'}:'Il-u'l'. 1 soein kann, beachte man, dass o und § gleichzeitiz hre grissten
Worte filr lim 1 0 erreichen. Setzen wir dann o 00 -1
von pa die Form an

2y, g—00—2x; wo % < 4bY s0 nmimme der Factor
cote (45 x) - tir (45 %) und ist 1. s erziebt sich

1260 52' 11+

x — 189 2§
=g > 900
Y

5 und die doppelte Ungleichheit

7




1—tg ;
T (a—b)=ps:+ - — —1 J, und

o (7}
o | foed
g g1 tg 9

= : o= 1 i : e e
b—a = pa jenachdem tg Sl (V' 17 — 3) oder « — 31°% 297 9 {gst,
o -
1 ‘1\" -
a--b= pe. Es ist
a-+b .p.--mtg;‘a-(i —{—lgg-tgj).—
2t /
(a —b)= pe. Es ist

(@ —Db)=pe -+ (tg - m;) =

-"} 2 .- T 5 ]
a -+ b= pc gestatten analoge Betrachtungen, wie die Vergleichung von a b und pa,

- e e B e s A=y
(a—Db) <8 —
5. a4 b =8 ¥ —

a-}b =2, —

~,

(a8 — b) = sa. Es ist
) /. i
(1) (a—Db) =8a -+ |tg g cootgs—1]. —
o= f &8 —b=10.
74
= 8—Db 8 - | to 5 tore — 11, und
=]
= : o T 1 e 0 - 5
a—b = s jenachdem igg =5 ¥ 2, oder o =T0" 31’ 427 jst,
l'j X
T a—h=g - (L-m,c_; B cotg g 1), und
a— b = s, jenachdem cotg & VD, oder B=48% 117 23" ist.
*Anmerk. 1. Auch hier lisst sich, wic oben, der Schwankungsbereich ven o und § fiir die Bedingung, dass der
2 . # = : A r [ = T T
Factor von se gleich 1 sei, ancegeben; wir erhalten wie oben, te-x— K56 2, tg .‘; = o (-5 1) und
e . o 7 i §
ter E 5 (Va 13, \-ru‘_’ 15 - x :' 15 % reactzt izt
* Vergl. Haebler, a..a. O. II, 2. Anmerk 2, Aons der Definition von z2a (se ) folgt: filr = § ist sa ‘L}

W h I i L ; i it
Be —a — | fliru—7:isa 5 \se _J:I dih. sa =4, fiir f=7 It sa =e—— {5e = _,}




b

90,

h

b—a < 8
for
b, & —b =8
(2) a Iy 94
o HEv 374

Aus (1) ergiebt sich, dass b -

Definition von sa. * —
h - :3 B, &

=

= Be.

a-

(a —b)

Es ist

(3) (a—n)

]

at}b=>2)Y2F

=1

7

i

1 1/ TR R
sOnaAll cory 5

o
Yo
By

;.], undd

) mithin

und

I'.III !
. e Bt I
jenachdem te 9 = 5 (y 17 3) oder
a8 ist.
_a < sa ist; die Ungleichheit folgt aber schon aus der
il : i e P
iz ) - | coly 9 — cotg 2 —_
: ] g dd 4]
mein 1, wemn tg D = Der Schwankungsbereich von «

Anmerk. 1. Der Factor vou

ga in (1) ist allee

und

wird bestimmt (verel, Anmerk. ad #3) duoveh die Ungleichung
T

Vierel, auch § VILI, 9, (4) Anmerk. —

o "
i (R e i 5
1y 5= V2, te et
# Vergl, 4, Anmerk. 2.
s 1M = : i g i 1 =
##% Anmerk. 2. Allveniein st der Factor von se in (2) = 1, wenn cotg - = coty — - cotg -, oder nach oimiger
. o 1 b f  J } - . P - 4 B = i) myrd o
Reduktion cote coto L /oot 8 |: hieraus folet cote > 2 1V 2, oder § < 38U 56" 32%;
) L] L] (3] [y =
s 4 ol e - L { o e
filr das Minimom von cotg 2 V2 folat sofort coty — = voig ——= |2, d: he =240
Anmerk. 8. Verrl. Haebler a. a. 0. IL 2 a—-h —=2) 2F.
y e o 2 (sim o in 3 ‘ o . 5 e E
(1Y (n -1-h)e | st I ) - h_ I !—"'I' die Differentialrechnune liefert ans den gleichorosetzton ersten
Ein 7 smp o B /

particllen Ableitumgen:

T
0 £ QI 0S8

(32) &
L T F T
s g BIM" & T

Factor von F

]

(3} = ¢
(4) (a-=h)2

.

nnil got

&,

7
It

s o

sin cos B
sin®

" oin Minimam 186
mithin i

a0 dann

lsin = in - 3
et 1. {ﬂ_“ E ' H “. "I— ',jl als Bedinrunge dafie, diass dor
s g 2Iin o !
F
i5t




[1.

ha —=hp =1, aber - 3.

Fis ist
(1) ha -y

Aus den gleichzesetzten erste

2siny. (sine - sin B).

n partiellen Ableitungen

(2) siny-cosa—siny-eos B = (sing
dafiir, dass der Factor

Vol I ein
i) o ke 1 (3]
(a3 ) PoUN Cos g o | 2
)
I i { ) 1 .
u = [, hq hi r-4. sin2e-sin«

und der Kaector von r 1. sobald

sin f) - cos 1 finden wir als Bedingung
| I 3
Maximum ist

1
(4) cos?aq oS o ol 0, oder cos o (L9304 1 und cos aa 012705 ist:
n]
es ist also hy hy,, oder 2h r, sobald 820 49« 3+ = 2 BB L A e
[7d .
E : T ha - hy - 2sinty (] 2 eos ), unil
B
der Factor von r ein Maximum, sobald
(8) (1 +2cos7)-cosy—sin®y = 0, und
|
g 1 . i 1 - : ; . :
(6) cosy e () 13 — 1), mithin | = 64 15 437 ist; als dann ist
1
1= 19 1‘;
= etk L ay
(T) ha hin I - sy !
E=il'}
Es 1st ferner hy hy = r, sobald
(&) cossy =~ C0S= (08— b nnd
& v 3
cos 7= 0.9068 ist: alsdann isf
ha -+, = r, jenachdem 7= 24° H6* ist. —
“ | _ goo e p] | S g Hs ist
= ()9, I ih - aher * [ 4 ig
,'5| T 11 I, abel 1 5 Voo 5 18
(9) ha ht, i

~2siny. (1 4 cos{), u, der Fa
1

2

(10) 2cos*y + cos1— 1 = 0, oder cos ¢

* Anmerk. In gleicher Weise ermicbt sich fiiy

o= ans der Bedingung cos® o
Jjenmachdem 749 21* 40" = « = 43% §' 58" ist.

ctor von r ein Maximum, wenn
isf.

1

s & |—.

0. dass ha = r ist,
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Aus (1) folgt ferner, dass die Function ha + hb im Intervall 7 = 0" bis 7= 90" die
Werte von (0 big 1 - ; V3 und wieder abwiirts bis 21 durchliinft; an einer Stelle ist
dann hia -+ hy =1, und wird der beziigliche Wert y= 140 43¢ 29 auns der Gleichung
(11) sin*y — sin 1 11 —(gefonden.® —
00, Ks ist ha b und hy — a, und gcelten die Betrachtungen von § I, 1. —
(ha — hp)=r, aber < 2 s ist

(12) (hy — hp) = 1« +2sin 7 (sin § — sin «) und der Factor von r ein Maxi-

mum_ fiir ima =0 und lim p = 7= 90% —
a = f ha — hih=10. —
2 1 . 2 I " - .
Hfeale (g — Iy ) = r-+2siny - (sin 2y — sin ), und
o]

(ha — hp) =1, sobald 1 = TG0 23 34* ist. —

- ]F 90", (ha — hp)=1. 2sint: (1 —cos ), und der Factor von r — 1, so-
B
bald sin* ¢ — sin 7 _11 0 ist; d'e Gleichung wird erfiillt fiir siny = 0,89678, und 1st
(g — h ) r, jenachdem 7 _"? G630 44+ 19 ist.
1= 900°, (ha — hp) =1+ + 2 (cos « — sin a), und der Factor von r = 1, sobald
sin o = l{i T F 1) ist; alsdunn ist
(18) (ha — hn) = r, jenachdem 24° 17+ 434 < —at 65 42¢ 17# ist.

Im iibrizen gelten auch hier die Betrachtungen von § I, 1; verel. § VL 8, (4) u. (9). —
ha -+ > 40, Es ist

Cos ') - (sin a -1 8in )
(1) ha—hn= p- = ; ; i
. TR :
S 9 - 31N

9

der Factor von p ein Minimum fir « =8 w. lim j=0. — Fiir a=§ nimmt (1) die Form an

(2) ha +hy=p-4 (14 cosa) und ist der Factor von p ein Maximum fiir

lima = 0; es geniigt dann p der doppelten Ungleichung 4o < ha+hn<8p. —
o 2 costy -3 cosy-F1 . : i 2
z 1 =T ha + hy=p- ' =L und der Factor von p ein Minimum,
[ COS
1

sobald cosy = /9 ist: es folet sofort
| (5] 1 -

£ Vorel, unten (12) £ (11) besitzt zwei reells Wurzeln, welche die Bedmgung fitr (ha T he )=r liefern.

ek




o

—90°.
3

Minimum 4

= 900,

Sine = cosu

lr_l|;| — hy _-:|
o == ;'5

o

o l =] -i'

i.l

“ | 900,

A —

10

9
ha --hy=p- —; es nihert sieh lia 4~ hy fiir lim y = 0 seinem
C05 - — g8in 4
iR 2

p (vergl. (1)). —

o e

a (SIn &« —— COB « 5 4 o i
g - lib=p - ' ) ; der Factor von p ist ein Minimom fiir

Y aine - ¢osa — 1 |

l " . ™ L | I
=-5-} 2, mithin ha +hy = ¢-2 (24-Y 2). —
o. Es ist
" |
e | : m.ﬂé « (sin B — sin a)
X lp— Lh)=p-1 = 5 . —
(%) (ha = TP
sin 5 - sin

h:i — ]Ih = (), —
A4 cos) o (1 — 2 cos ;
(4) (ha — hp ) = P'H cos ) - (1 co 1}? und der Factor von g gleich 1,

GOs I’
wenn €os =5 (y 3 — 1) ist; mithin ist
(ha —hb) = p, sobald ;= 68° 31/ 45 ist. — £
- i
zri-ill',"?i]lﬂ‘; »
(ha — hh )=1p- - und der Factor von p gleich 1, sobald '
¥ e . 1 ¥
gk i ]
Cos 3 — H]11 2
1 =0, md tgt = /2 —1 ist; mithin ist

"‘ — U”’“_

3. ha--hp =

* Anmerk.

]

tr L =

]

2ha . hp
hbh—R—

IFiir. ¢

1 iy ]
, mithin te
0 5]

=2p (ha -+ ho-5Hp) ist, ha

~ 459 ist, —

(4) !g“é i 31.g¥; -i-m-'é 1

(]

(ha —hy ) = p,

(vergl. 8 1, 2, (9)).*

jenaclidem

Es ist

Pa. —
: ; { o 3
(1) ha - hy = pa - sin - (t':-{f_f =t ) —
: 2 "4
hia - hby = pa - 4 cOS «;3 mithin ha —-hp < 4 - ga, und
> ; =hi
ha - hp=pa , jenachdem cosa= — ist. —
R = 4
[ 800 ist der Factor von g in (3) 1. sohald .-:ng(l.': gy j coty i 1 ist.. s folet
5 )
b.p, mithin 4F

1 : : : : it
i hierans ergiebt sich unter Berlicksichtizong, dass c

I - 0] Bew w 1 ]
= lib 7p; gleichzeitiz ist ha — bp ¢; also ist ha b=4dp und
3p, und folot endlich a:h:ec=8:4:5.
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i el
3 cotg? 5 — 1
ha -l =pa+ — = und ha -+ hn > pa, da der Factor von

cotg® 3 -1

pa > 1 ist und erst fiir lima = 90°? sich der Einheit ndhert. —

=

] I o
S 2ty 9 b tg 9 :
B by b by =pa v —— —, nnd ist

il
tgt s —1
-

o ~ ~ : sl "
(2) ha + hn ; oa, Sobald tg & = 12 —1, oder y=45" ist.* —

9 <
_: ' — 900, Es gelten die Beziehungen in (2). —
I
900 (vergl. § I, 3, (2)). —
(ha — hh)?‘ Pa. — Fs ist
e B
(3) (ha — ) =1pa - £ ‘.Js_amié ( cotg ; - tg g — 1). -
o= f. ha — hy = 0. -
& =T (ha — hy) =pa - + (2cosa — 1), und

(ha — hb) > pa, da der Factor von pa sich der Einheit fiir lim & — 0
bez. lim o = 90° niihert. —
2 eosy — Beosy+ 1

= (ha —hp) =rpa - + — == und
=y

22—y 2), oder { ’;_, 720 58 T" ist;
=

— l), und

(ha — hn) < pa, da der Factor von pa stets ein echter Bruch ist, und
erst tiir lim B = 0 der Einheit gleich wird, —

Doy =

= i
hy — hy = pa, jenachdem cosy—

p- )

vergl. § VIIL, 2, (2a). -

(==

| el

o = 900, (ha —hp) =—ps - = 2 sin® '; : (TE

it (ha —hb) =pa - + (1 —sina) (cntg E; - l), und der Factor von pa
2 et | Ste — e 0 ist: die Gleichung wird befriedigt fiir
252'1 59 g oly Tie B ) s
a—34° 0 48“, und ist

gleich 1, wenn (4) tg® ; —

: s :
ha — Dy : o, jenachdem o = 340 (¥ 48" ist- —

£ Anmerk. Aus 3, (2) und 2 (4) folgt die bekannte Bezichung 8a:s=—p!pa. —



1 P & for2t
et SR
3L el (]l;s - hn) fia T = ,
g ) [_'_*-\_J
2 1ia; o Vo ladl 5. N
ha -— hn = pa, jenachdem tg 5 1 (V 17— 3) ist; (vergl. § I, 3). —
ha - hy pe, aber 4 e, K3 ist
o5 i ; / g B ; ;
(2) hy 4 hy = p¢ « (1 -} cosy) - (J sty '.)) und der Factor von pge ein
Maximum, sobald «=§ nund lim 7 =0 ist.®
Er : s B o ; .
(6) (ha — hp) pe -+ sin g (ru' 9 —-t;:_J), — {ha. —"hy) < 2 pe.

s LS )
]5:1 1 hy =g l"f 2 (] o _1]" Fa izt

o
L}

(1) ha - hy 88Ny (1 +tg 5t aus den gleichpesetzten ersten

Dd| o
A

partiellen Ableitungzen

R i L T IS i 1 i w1k : 14 o}
2) 5 :-‘111-;-t.g:'_,Ll --;—rg-‘)) = 5 8iny-tg; - (l |-t,q"5'_J) -+-us-i--(I i-tg_}-tg'.))

erhalten wir als Bedingung dafiir, dass der Factor von & ein Maximnm ist
& o / - ¥ 5
(3) e =1f und tg 5 =}/ Y5 — 2, mithin

** 1= T6° 200 43~; alsdann ist ha - hy = 8. 1,.201132 das Maximum
von hay - hy fiir s = const.
: 2 sin § -
= hp - hp = 5+ =, mnd der Factor von s gleich 1
1 - sin

WEnn

7

i 17 T
] a | 2 |
(4) te? o — gho

zeln - 1,521891 und 0,31296 entsprechen den Winkeln 11 = 113% 23 2 und 7o = 439

[

-t ') (s die zwel allein*** verwendbaren Wur-

8 42¢: mithin ist 2 hg by - hn = s, jenachdem 74 T— T2 15k
= <
" Anmerk. 1. Fir a=3 ist ba -} b = pe, sobald cos o "' » oder sobald a:h;e=—=%2:9:3 hesteht; Fiir ’)} 1
il Spe > Ha -l i 2\ aO0 ek ) = g e e ! =
18t 3pec = ha ib pe.. Filr 4 909 456 ba— e = pe, filr y O tritt Gileichheit ein, sobald
s Lo i
tey = 7 V/ 2 ist.
* Anmerk; 20 vergl. § 1, 2, (2): el e —F und ¢ =769 20 43" orreicht & 4= b fiir 7 = const. sein Mini-
mum und ha 4 hp fiir s const, sein Maximum: ferner ist ¢ 2. pa(vergl, § VI, 1. Anmoerk. 2).
= Anmerk. 3. Die deitte Wurzel aus (1) lefort i 230 97 b4 dorselbe ist unbraachbar da 1 - sin '; il

allrememen > 1 1ist. -




| I 5 (5) hy 4 In s-8iny - | T+ tg 5 cotg’y ): der Factor von s ist ein
| * l \ s

ll Maximum, sobald

- () [g:":z -1 [it*_r'—‘l'3 — 3 =0, oder tg 3', /2 3 — 8, mithin

=49 0 47/32% ist: es ist also

|
‘ ha -+ =s- V3 @3 —3).
|

(1 \

ha + hy = s, sobald [;r; \y2—1/"

" Ks ist also
ha -+ hy = s, jenachdem 90° > 1= 45%ist.* —
< = <

28in ¥

b 1+l

| f

ii X l 90" (7) ha -}-hp=s-—
|

|

der Factor von s ist ein Maximum, wenn
Tk T |

I (8) tg? 55 tg? 5—g = 0 oder 7= 669386 ist.
i ks ist also hy + by = s 1,1078, Ferner ist

ba < hy = g, jenachdem 90° > y=45"%ijst. (vergl. (6) ff). —

y st hg —-hy > s (vergl. § 1, 4). —
(ha — hy) < 8,** weil hy, bez. Iy < 5. —

5. hg - hy = s,, ks ist
- ]
(1) ha - hy — sa - (1 u'r..-:a';l-(L'cliH' 5t
) P ke 1‘-1.4-‘21)
o« = il ha -+ hy Ba ¢ - : e
=101 o
] - 1 : 70 i
ha -+ hin sa, jenachdem sin « =i 1505 aber
ha =+ hy << 4.8 ; die Function nithert sich ihrem Maximum fir cosa = 0. —
=1 Als Bedingung dafiir, dass der Factor von sa in (1) gleich 1 ist, finden wir
(2) tg! 5 — 2tg® 5 1 6tg 5 —1=0; der allein verwendbaren Wurzel
L v “

i = /
e 9 ) 1 ||I i) l-

1
2 (V5 —1)| entspricht e= 19512

und ist hy - hy sa. jenachdem « 19954124 ist. —

* Anmerk: 1. Das Besultat eredebt sich aacl ans cinfachen eeometrischen Betrachtanzen.
* Anmerk. 2. Vergl. Haebler I1. 2,:5).

HF Vorel'§ L5, Anmerk, 2.
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Der Factor von sa nimmt die Fo

i i
cotg & - ( Beotg? 5 — 1 ) :
adoay TN e und ist > 1, da cotg :)inmil,'_:unlrfilwu >1ist;
1 cotg? 5
mithin ist hp ++ hy > 8a, —
a =909, ha _I:_ by = 85 (1 b E‘-U.*T-_h : (uﬂt.g :) l), und
]lzt —-:-' hy == ‘1- R
: 4
P = 909, I —.!—]ﬂ: —i -, = B und
| to2 ! ] :
(1 1 tg )] (1 | tgg) |
ag < ].J.:| —: 1l|| ‘l.' o
1 IlJ ] ‘1
1= 390", ha 4 hy Sa - (u.::t.t:' ; t;_r_z], und
ha -+ hy >sa  (vergl. § 1, ). - |
(ha — hn) :'.'.:‘- Sa, Es ist
; a, o, B
(3) (ha — ly) = 8a - :-'m','-(l — tg o) uut:g_lz). -
(ff— ;-1 ].].'n -— ].”J ), —
. 2 for ; — Gitg? 3
=i (ha — hb)= 8a: + - ,
1 — gt |
Rl
der Factor von sp gleieh 1, sobald
(4) tgt é + 6 tg? ; -2 tg _'} —1=0, und
1 1 - . T -
tg é =0 [I/ 22 10 Y5 — 3 — | :3] ist; alsdann ist
= : > = P
hy — ha =8, jenachdem = T0°54" bO* ist. —
< <
cotg ;'] (',i — cotg ® ,I) _
f=r. (ha — ) =258 - ; - , und der Factor von sy gleich 1,
P |
| -~ cotg® 9
wenn (5) cotg®—5- + cotg? —E"h-.utg; +1=10; der allein verwendbaren Wurzel
cotg - = /2 4 1 entspricht 1 — 45° und ist
hbh — ha = = sa, jenachdemy— 45" ist.—

rm an

—_




o = 909, (lli] — .||.|_}

welcher Gleichheit eintritt,
f =900 (ha —hn )

ha — hy
1= 908, (vergl, § 1,

hn _! Ilh 80,

-:!'r] h:'l. "f— llll —

=L
anr

4 cotg ;

@

(L'-Ht._'_: é -~ 1) (l——rutg' ,..; )

18t die gleiche, wie in (5) . —

; die Bedingung, nnter

o L]

S e P AR S DU , und ist
3 | i
(i) ey

<. Sa.
. {Bl ] —

Es izt

: Z R
8¢ - 8In v - {eotg - ~M_|rg:.-g +1) —

o T s 0 2! ¥ 4 .
&= f. ha - hn 8¢+ sin 2a - (a_-utf__:;-’ 5 + ‘l),nmllhﬂ' Factor von s. gleich 1, wenn
I 3 e u b 1 ’ 11 3 T v Tagaer,
1 ootg g — cotg 5 —~ = (), n. die allein verwendbare Wurzel

- a. O
{7) cotg?® e

) o
Lo
cotg 5

1,22809 ist; mithin ist

hy - Iy =8, sobald a= T8° 15 52~ ist, —
- >
o . [ - 3 ;
3 I = ha -+ hy = 8¢ - siny - ([;__f_ [ - cotg )' -~ 1], und der Factor von s. gleich
i j &
1, wenn
(8) tg* —Qr;,r“‘/'}_ Ot 5 —1=0ist u s f. saist = s (vergl. also
5, (2) und § L, b, Anm, 2). —
4 | i 0
: l—— g0, ha - hy = 8¢ - siny . (cotg (45 — L} 1), und der Factor von s.
# I (o] r,
IH =
gleich 1, wenn
(9) cotg? é b eote® ..If cote é 1 Oiand + — 280 2958, —
§=90%  (vergl § I, 5.). —

{(ha — hp ) Se, jenachdem (1 eos 1) - (mlg‘ — cote L)) 1idst—

Do



§ TII.
Wa —— Wh r, aber el AT T s ist
sin ; gin o
(1) wa 4+ wn = r-Zsiny: Bi—riii | ¢ — 7
5 COs ) i

Aus den gleichgesetzten ersten Ableitungen erhalten wir als Bedingune dafiir, dass der
Factor von v ein Maximuom ist.
(2) « =B, und (3) cos®« 5 GOS% o — G o8 a— ,I. 0.
&= (%)
Der allein reellen Wurzel cos o = (0,6285206 entsprieht « — 51° 25 33~ und ist alsdann
Wa -+ Wh r-3.18732,
Aug der Gleichung

4 sin a-sin 2 « 3 _ 1 :
Wa -+ Wh = T - : { i vorausgesetzt) ld]'_t_J,'n-_']Jl sich

Wa - Wh r, jenachdem angeniihert 840 = g == T jst.

@ | el
o v Wo -+ Wi r, jenachdem
|J
SHEEA S
A ; T L T
Eosinee o 48 : ¥ dgte —=
Sin - |
0 ST, Wa +— Wh r, Jjenachdem
i | ~
CO8 5 ]

= G0, wa + wiy r, jenachdem
/ COS & e sine
2 Al e 1,' = 1 st
s 53 (ilh(‘J --F)
Wy — Wi ) 21, Die Function nihert sich ihver oberen Grenze fiir lim « (3) =10
nnd g=i=—x1—
Anmerk. Die Rechnune fiihet hier und im foleenden auf Gleichuneen 6, und 6, Grades, die teilweise duvel:

Annflernne celiist
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o K P s e
& Wa — Wb >p¢- 52 (694 11y33.) lis ist
=
13 o
y Fi 05 _') cos —
(1) wa + wn =p-2cos ;- — 5 E =
i " oL z e '|' . lj o — 'I'
E e G e
=11 ) 03 9 B111 9 Gos 9
und der Factor von p ein Minimum, wenn die Gleichungen bestelien:
o :‘5 T , 1 T o :j -
i Cos 5 €08 -5 - €08 5 sin 5 C0S 5 Cos 5 - GOS8 5 " COS 9
&) = - =
] . TR Rl 2 I‘i — Xy I S Dot ol e I‘j 0 —7
=161 9 + GOS8 9 811 5) + GOS 5) SN 9 COos 5
sin T\ cos - sin ¢ Cos P sin COS —
. R P el oG e
sin 9 » LOS 9 s 5 - GOS8 9 =In ) Gos 5)
aus (2) folet
o o e ALY SHE S ;
(3) a=f und 4 - sin ot BT &= =} 3 = 0; der allein branchbaren
W A o 1 1:'!-..; [} £ a0 f T 700 4B O 1 E noa
Vurzel sin g 2 (9 — 1/ 33) entspricht « — 79° 16/ 20 und wa - wp — p - 5,41993.
I fﬁ G
. . cos 9 €S o
(Wa — Wh)=p-+ 2cos 5 - : T R *
- 5] T n B Vel e
8N 5 - €08 ~— Si 5 - COS )
H. Wa ll Wh ‘:'.--":’f',[, Ks i.‘i[
- i o
sin ¢0s
| o e e dind 2 2
(1) wa -+ Wb = pa - 28in 5 - - = :
| A Al ="t B =Y
| sl ‘_)'E.U.‘- 9 COs 9 - COS 5}
Ii
@ ;. i 4.co8a : :
w=f. Wa - Wb = pa - 3 und der Factor von pa gleich 1, wenn
sin 5«

¥
-

: s O e Bl Ve ; e e :
(2) sin '32 — 2 gin?® 5 —g Sl g 1 =0, oder .a'mf; = (6221822 ist; dann ist

Wa + Wh,d. L. 2Wa = pa, sobald a = T6° 57- 4 ist, —

—

* Vergl die Anmerk. za 1. (2)




1 gl'“.‘-, - ) By
o= Wa — Wh = pa - f‘ al -+ 113, mithin
\:-].. 9
Wa == Wh fa. —
Sia s Ty
- £ s1n 2 2 y
B=1. Wa — Wh = pa + 2 8in ; - — - und der Factor
1 —2sin® - 8 —dsin?
von pa gleich 1, wenn
i R ; [ o=y 3 . ;
(3) sin® L - sin 8 -! gin - - sin — : 0, oder die allein
& 2 9 2 R T R T ‘
brauchbare Wurzel sin ') = (0, 373731 ist; dann ist

Wa —+ Wb , pa, sobald § = 43° 53¢ 30~ ist. —

o= 90° Wa - Wb , o8, T —
~ 1 -
s—00 Wa -+ Wb = pa, —
<
T = .[-j”U Wa 'E— Wh > Pa. —
(Wa — Wb) = pa. Ks ist
sk (/]
‘ : Sy
% X b , s1n 9 COs B
(4} (Wa — Wh) = pa = - &SI o' —u— i,j_;i— ﬁ BN
:-1112- = GOS8 9 |.‘l}?r-2 « 08 5
u=—p. wa — wh = 0. —
2 cos | i :
o =T, (Wa — Wh)=pa - - — 1\, und der Factor vonpa gleich1, wenn

gl B3

SI 5

F g ) R s e e : ;
(5) sin? ; — i ‘; — S j:_ v 0, und die allein verwendbare

Wurzel sin ;] j (V 5—1) ist; alsdann ist

Wa — Wb = pa, jenachdem ¢ — 36° ist;** ebenso ergiebt sich
Wb — Wa = Pa. —
* (Vergl. die Anmerk. zu 2.).
** Die Gleichheit tritt also ein, sobald der Schenkel gleich dem orisseren Absehnitt der stetie ceteilten Basis ist.




]
4 sin 5
s (5 0 H | = e .
f=r1 (Wa — Wh) = pa - + 2sin — — — - , und der
“ \ 1—2sin¥; 3 —4sin?;
2 2
Factor von pa gleich 1, wenn
| 1 i T o] Syt
Woainsl " ooindl gped L aipnl L () oder sin 5 = 0,bY8067 ist;
(G) sin 59 81N 5 811 9T 1 S1n 5116 , 0 9 ; -
dann ist wa — Wh = pa, Sobald 730 39/ 4% ist; auch hier ist wp — Wa P
a=="0009, (Wa — Wh) < pa. —
Ri==106)0; (Wa — Wh) = pa. —
aneo, (wa wh ) pa. (vergl. zm Wa —— Wb ).
wa - \\,'_L,‘:? Do, Es ist
P e (L
" sin & sin 5
= , | . L EN A e O S izt 5] Ly . =
A S P B co el
Cos ) Cos 9 L.'i!‘a‘2 9
- '8
8 sin
a = f. Wa | Wb = po - T und
3 — 4 8in® 5

k ks g et S =1\ ey
wa -+ Wi oder 2wy pe, sobald sin 5 = 5 (V 1 — 2) oder a = 37

40/ 28“ ist; aber wa - wn, oder 2 wa

iy
fiir Him o = 90% —

£\ 2; die obere Grenze wird erreicht
a |

a =74 Al fa.
P l j

2 eos T L =
=\ . s f (vergl. fir pa). —

sin 9 '(}

Wa = Wb =pe: {1+

. I A .
% — 0o r Fp = o 1 | ‘}“h ! .5‘.1.];[ r =" Aot s b md
g } Sl e e L ( giny - cos | 1-1-siny
Wa + Wb > pe.—
1= 900, Wa - Wh > po, aber < pe - 4 Y 10—T y2; das Maximum tritt ein
fiir o« = f. —

g*




(Wa — Wb )= pe. 48 st
i T
| . sin 5 sin
(8) (wa — Wb ) =g 2eos ; — :
. = 2 s g T 3
CO8 = - C08 CO8 — « 08
2 2 2
a— Wa —Wp = U, —
= 2 cos v 3
= | It {Wa Wh) = pe - =4 a— — 1} . 8 f. (vergl. (5)).
4 - ()
F Bl ==
e I 0o ¥ r
g ¢=90% (Wa — wp) Po. —
¥
i= s}“’c’ {\.‘-';[ - 'Wl;} =5 f-'.- ==
4. wa + wp < 5 3 Hs ist
: ]
3 s sin
e | - - . el = i o=
(1) (wa Wb) = 8- Zsin 9 = p i 3 =
08 5 o8 - 9 08 5 - CO8
Aus den gleichgesetzten ersten Ableitungen
in = - sin : . sin | sin L. cos ! sin L . cos ! sin =
(‘)J“z"z'z RS e P e
5 cos?= . cos b= i Cos ipj-m-:ﬁaq "ﬂqa.p“qglrj-"-" : !.‘,_;-_’-:'
0855 + €08 8 5-C08%— 08 5° COS**; 55
S i T
=11 o u,lh_-} : S1n 9 OS5 9
B (/3 _->I"_.I. < o ,--a_‘i.
l.'U-‘.\2~t'IJ:'-‘ ) L.Obz-bllh'-z
erhalten wir als Bedingung dafiir, dass der Factor von § ein Maximum ist,
e a X
2 cos 5 {cose—1) sin 5-cosa
: . et 2 2
(3) «= B und sin = . - = =)
= sin 5 ¢ Cos o)
_ S BN WE ooy it ] :
(4) sin 5 =0 und (5) 8 sin*5- — 6 sin® . —1 — 0*
Unter Beriicksichtigung von (3) nimmt (1) alsdann die Form an

* Anmerk. 1. Die allein reelle Wurzel von (5) sin i

(6) wa+wp ==

Wa— W =35-1333 .

20

4 cos g

e f. oy
€08 -+ ( 3 — 4 sin® -

it mithin in Rilcksicht auf (3) unmolich, —

o
) )

, nnd ist

o
L)

—

2

e
+ SIn 5+ 8in o

oder

o -
= 1! Ve@a+1in entspricht einem Winkel 2 > 900,




| ¥ 8
" il | 1 1 o« -}
: 1+ CO8 =111 5
a4 — j, Wa - Wh = 8- o und der Factor von s gleich 1, wenn
L7 o v
Cos o i o
(5] i3 T
- . oL 3] o ) e r I X L o oL s
(T) gin® - gipko— L gin? . — 1) oder sin® — ().326395 ist:
£ 2 2 e Th 3 16 : 2 3
dann ist
3 : ; T ;
Wa -+ Wh, oder 2wy 8, sobaldiiec = 692372004 it —
(7 : 1 / Zeos T s
- Il s Wa - Wh =8 : : —+sin 5- \. — Auch beziiglich der
i iy | i LR R =
COs 5 85— 4 3in 9

rechtwinkeligen Dreiecke vergl. 2. Anmerk.

(Wa —Wh ) < 8.* Ks ist

4 A AL
: i X =11 2 =111 2
Wa — Wi =% T & 8In . = _ v
{ 1 '} = = :-) T _.i — Ia o« — 3
cOs 9 = DS 2 Cos 2 « B0E 9
und néhert sich (wa — wb) seiner oberen Grenze fiir lima () =0 und Be)—71. —
D. Wa : Wh > 8g .* Ew’ 15t
:j . o .,
- cos 5 in
(1) Wa - wh =53 - 2 cos . - - — i
| e o p— el t—
ll‘x?_}%uh 9 s1n J-tl_lh —2
;: B ;
8 =110
; ¢ . oy mn 9
(2) (Wa— Wb) =8a: 4+ 2 cos L : — - und
: 2 £ o P ¥ o —y
COs - CO8 - ! 81 & - COS :
it 2 2 2
(Ws — Wh) = sa.
Wa = Wb = se. Es ist
i it
T P
. , ! ( COs _),. Cis 2 X
(3) Wa - wh = s+ 2 sin . - : L. R
2 P e 1 S e
s 9 + CDS 5] =111 9 + 008 )
| * Anmerk. 1. verel, Hacbler II, 2. 8) und 6). unid 81 5, Anm 2,
| =
LAks A o
i ** Anmerk. 2. Fira=F§ it wa - wb—58a .8 et , und ein Maximum fiir sin 5 = 0; alsdann ist
\ '; ;. { sin? T 8
’l Wa | Wb > sa L2066 . 0. — by
' e Anmerk. 3. Fiir o= § ist der Factor von se in (3) 1, wenn cosd f’ -2 ¢os? J:’ 2 cos? r' 08 ii



My —— 1l 1 ! i

(1) mg - mp =1}

die oleicheesetzten ersten Ableitungen

cos (2

Vit

liefern als Bedingung dafiir

1" 1C)

22

;1 o
. [ 3 (0% 5
e &
4 2 sin i = - ’ .
: o == ] ]

R sin 5. COS sin & - o8

Hs ist

i 0 i . o) P L i | ¥
7)-cosa—-costu ) 1-—Zeos{a—r7)-cosjiH t'.u:-'."lﬂ)f_.

'y -=. ]
e

]

sin (g — ) cos 3

u) - 8iny SIT o - GOS8

~deos (f—y)-cosu—t-cosfe V14 2cos(a—7)-cosp ;—g-.m-ai:‘;
sin (f — 1)~ cos « 08 (x — 7) - sin § — sin 3 - cos f

2cos (f—7v) - cosu—-cos®a Y 1~=2cos(z—7) - cos -+ cos*P

sin (3 — ) - cos « sin (« — 1) - cos §

2eos (B—1) - cose + coste : V 1 2 ¢os (e —1) eos B _:._g'{”.;'-'f:j

. dass der Hactor von r ein Maximumm ist,

(3) o= pund(4) 3sin3u-cose | cosda-sina — sina - cosa = 0; auns (4 )folgt

¥,

(H) sine un

d o= 48% 35° 254, und ans (1) in Verbindnng mit (3) u. (5)

4
9
ma -+ mp, d i 2ma r— V2
+
) Mg —— Hip r-2 /1 deosBa.cosa -+ cos*a, und der Factor von r

gleich 1, wenn

s

PR
(D) 2 Cos o a-Cosa

Ma —+— Mh
(7 I _
{7 T Ta —— Mb
Ma -— Mh
e =
- : — 900, 2r<—ms |

=<0

3 ke ot .
CO8™ &t = ) oder cos ¢ = i V T4y 73 1st;alsdannist

- 1, jenachdem « 90 43 9% isth.

r-(2smiy 4+ 1 2 ¢os 3 T COS cos® 1) und

l_[ 'E.‘; l_Ifit']'

=1, jenachdem cos y [
]

169 46 48 ist.

Ntk S

my - mp nihert sich den Grenzen fir lim f = 0, bez. limy = (.

1 o i
+ T 0 oder cos 0= 0, 7645

84, und wa - wh =8¢, sobald o —==B0® 11' 20" ist.

-




o=

1 a0, Br < mg - mh - V10; die Grenzen werden erreicht fitr lim o {Jrl “,
bez. o=/ 45"
(Mg mh) =1+ (Y 1-4+2cos(f—7) cosa+tcos*a —} 1+ 2cos(« 7)- €08 B + cos=ji)-
o P Mg 1} ()
it - = ; -
5 l| T (Mg mp) =1+ 1—5cos o+ iCcos~o 1 cos 2 a), und
103 LLE) I
o 5
= 1 q0v, {ma my) < 1 da ma (mp)=r, und myg < 271.
I., I
T 0o {1y mg ) 1. I:\'Ff 1 T S eoscd — lr-_.’ 1 - E;!'-'i.“:'.ﬂxl_t ]H:'l
(Mg —iy) <= L.
s =~ 1Mk . :_‘.Il.'l_“‘.).’_r'- 195 ist
: /11 2¢e08(3 —7)- cosu—+ cosZa- 1 1-+2cos(a—7)- cosf + cos®p
(L) mq - my =g Vi M : 1-; L = ' =
7, i 4 s [V . M b “|'
S11 2 - 81N 2 + 211 2

die Differentialrechnung liefert als Bedingung dafiir, dass der Factor von p ein Minimnm
ist, die Gleichungen
@) a=p nnd
(3) (Rcosa—cos2a—1) (3 sin 3 a-cose-cosd e sina— sin - cos a)
—9(1 —2co083 - cosa -+ cos?a) (sin 2« — sin «) = 0,
oder unter Vernachlissicung der Wurzeln cos e = (0 und cos « = 1:
(4) 8ecos?et-cosPu—tcosa—1=10;

der einziven reellen Wurzel cos o = 0,35869173 ents wricht
{=] 7 l

@ — 679147 14% und das Minimum mg - mp = ¢ - 1,7627. -
(mp — mu) = Ex ist
.l" il W [ & \ f a1
= /19 cos(B—1) cosa+coste— ) 1-}-2cos(a—7)- €083 cos™p
(B) (mg—my ) =p:o Jaed TR R S : 1, sl G ) i
4 = R
4 511 5) + 51N 9 - Bl 9
w=—1f my — mp=0. —
o 1 —cos27—) 1 —2cosBy-cosy+ cosy
5 = s {'I]]u_ — Tk = g 9 . y
BJ 2cost-(1—cosy)

und der Factor von p gleich 1, wenn
(6) 8 costy— 3 cos*y —Beosy— 3 =0, oder c¢osy 0,34456 ist; mithin

(ma — my ) = p, jenachdem 7y = (9951 42 ist. —
=z <

ad] ! Eoe Lok oSl und ist

= 909, (7) (mp— Mmap )= 0" - | g
3 sin 7 - cos 7 -

/ 2 e SR . . X
(my — ma ) : p, jenachdem sin = 13 V 13, oder i = 33° 41 24 ist. —




" Anmerk.

/1 3sina

90, ) , und der Ractor won
; S1f o CoOs o 1 i

1, wenn
3

; 9
"I\J ke (l’ — O gin= . ) (b’i“ o == GOS8 ".'.) 4 4 (?'\EH o |'dl.“”.t) -
£ % r \ O
'}]_ ist.

Ma +— ML

- :r_It','l.hlf)‘.—'l']-l'll:-il_‘,. i g'n,t."-'lj

";1 ---Z'I'U.*?f,"r ';1-1'”?4-'; feosta~-) 1
(1) ma +mp= pa- . il T o
- o
4 sin S . ROR L

ma—+mp, d. i 2mg > py*

Mg~ M > pa, A& pa = mp, —

Ma —~Mh = pa; es ist

: I —2¢cosy = 1—2¢cos837 -cos7 -+ cos2y

| Z} iy ‘;L My F= Dk “— = e ! ! l_ nnil
2eosy (1 4 cosy) 4

Factor von pga gleich 1, wenn

(3) 24 cos*y -+ 16 cos®y — 19 cos® 1 — 8 cos 7 + ¢ 0 ist; den beiden allein

verwendbaren Wurzeln

cod 1 = 072712, und cos e = (,262146 entsprechen die Winkel
7o =432 167 und 2 — T4948 9. a5 ist also

my = gy, jenachdem
= 740 48 g~ ist, wo 12 fiir die Diffe-

renz gilt.

o W] = B ol u=
L, mInhin sin® &, coss ¢ |I' a
\ P

L. Gileichung (7) nimmt unter Substitution von sin o - vos o

1
die lioshare Form u!-I- - o 4 15— 20 = =0 an; der gefundena numerische Wert u=—an fiihst

alsdann anf die Lbsune sin o unl liefert den Winkel 2, filr welchen (ma — mb ) = p ist.

= Anmerk. 2. 2ma S B s Pa. -




i )
=Y (ma — my ) —, und der Factor von p

gleich 1, wenn

9
*(5) -;(Jc — 08 ' (sin - [-n.w) &
- (.-si:: 9 ist, —

o AR, | - 2cos(u—7)-cos B+ cos®p
(1) my 4+ my= pa i E —.',-——"-)-—-" 2
. . y :

2

- mMh = pa,

- COS

my - my, d

My 1 My =

Ma = Mh

_ 1 -C08 7 4+ cosZv
(2) ma + m - ol eV and Jder
| s 7
DS 1)
Factor von pa gleich 1,

(3) 24 cos*y | =) ist; den beiden allein
verwendbaren Wurzeln _'

COS 71 = tsprechen die Winkel

T =1 also

S

m: -+ mp =

Mx
I.J‘II

[ ist, wo va fiir die Diffe-
renz wilt.

* Anmerk. 1. Gleichung (7) nim hithin sin® e, cos® o«

1
die lisbare Form u*-|- 5 ene numerigche Wert n=—a fiihrt

alsdann auf die Lisumer s | filr welchen (ma — mp ) — p ist. —

* Anmerk, 2. 2ma ™~ 8 > pal
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