Die Kreisconchoiden.

Im Nachstehenden wird eine Reihe von Curven behandelt,
welche von hervorragender Bedeutung fir die Winkeltheilung
sind. Die Untersuchung griindet sich auf eine eindeutige, Cre-
mona’sche Transformation der Ebene. Es ist dieselbe ein spe-
cieller Fall einer Transformation der Lbene, bei welcher alle
Punkte einer Curve dritter Ordnung fest bleiben, und jeder
Strahl eines Strahlenbiischels, dessen Mittelpunkt auf der Curve
liegt, so in sich transformirt wird, dass die entsprechenden Punkte
eine Involution bilden, deren Ordnungspunkte die beiden andern
Schnittpunkte des Strahls mit der Curve sind. Die Beziehung
ist also eindeutig, nur entsprechen dem Mittelpunkt des Strahlen-
bitschels alle Punkte der ersten Polare desselben, u. u. Zerfallt
die Curve in einen Kreis und die unendlich ferne Gerade, so
ergibt sich die hier beniitzte Transformation, welche im L. Ab-
schnitt rein geometrisch definirt, und nach ihren Haupteigen-
schaften untersucht wird*). Dabei ergibt sich, dass gewisse
Kreise in sich selbst transformirt werden, was zu einer zweiten
Definition Veranlassung gibt.

Im IL. Abschnitt wird dann durch wiederholte Anwendung
der Transformation mit alternirenden Polen aus dem Kreis eine
Reihe von Curven erzeugt. Die erste ist die unter dem Namen

*) Die Transformation lisst sich anch leicht durch stereographische
Projektion auf die Kugel iibertragen. Nimmt man den Kreis als Haupt-
kreis der Kugel, so entspricht ein sphiirischer Pol desselben der unend-
lich fernen Geraden. An die Stelle deg Strahlenbiischels tritt ein Kreis-
biischel. Anf jedem Kreis desselben bilden die entsprechenden Punkte
eine Involutivn, deren Ovdnungspunkte jener Pol und der Schnitt mit
dem Hauptkreis sind.
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Kreisconchoide oder Paskals Schnecke bekannte Curve. Die
folgenden, meines Wissens noch nicht untersuchten Curven
diirften passend Kreisconchoiden hoherer Ordnung genannt werden.

Im Abschnitt IIT. wird gezeigt, dass bei all diesen Trans-
formationen gewisse Kreispaare immer sich selbst wieder erzeugen,
so dass alle der Reihe nach einander entsprechenden Punkte der
Ebene entweder die FEckpunkte von diesen Kreispaaren -einge-
schriebenen reguléiren n—Ecken sind, oder die Kreispaare durch-
laufen. Dies wiirde auch Anlags zu einer dritten Definition
geben.

Abschnitt IV enthilt den Beweis der bemerkenswerthesten
Eigenschaft der Curven, - Die Kreisconchoide erster Ordnung ist
bekanntlich dadurch ausgezeichnet, dass jede Gerade, welche
durch den einen Pol geht und mit der Hauptachse einen be-
liebigen Winkel e bildet, die Curve in 3 Punkten so schneidet,
dass die Verbindungslinien der Schnittpunkte und des zweiten
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Poles mit der Geraden beziiglich die Winkel g

unter sich also die Winkel —?; bilden. Analog hat nun die Kreis-

conchoide nter Ordnung die Eigenschaft, dass jede solche Gerade
die Curve in n+ 2 Punkten so schneidet, dass die Verbindungs-
linien der Schnittpunkte und des zweiten Poles mit der Gieraden
[ e + 7 o+ (n—1) &
S O R n+42

unter sich also die Winkel —2 bilden.
n-+ 2

beziehungsweise die Winkel

Im V. Abschnitt wird das Geschlecht der Curven und die
Anzahl der Schnittpunkte je zweier derselben untersucht. s
zeigh sich, dass die reellen Punkte allein die nothwendigen Zahlen
nicht liefern, dass aber jede Curve die unendlich fernen imaginéren
Kreispunkte als vielfache Punkte mit einer gemeinsamen Tan-
gente enthilt, und damit die nothwendige FErgiinzung jener
Zahlen gegeben ist.

Ist bis daher die Untersuchung rein geometrisch gefiihrt
worden, so werden nun schliesslich im Abschnitt VI noch die
Gleichungen der Curven aufgestellt, Die Gleichungen in Polar-
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coordinaten ergeben sich von selbst. Desonders geeignet zeigt
sich ein Bipolarsystem, von dem aus leicht zu gewohnlichen
rechtwinkligen Coordinaten iibergegangen werden kann.

Fin Recursionsgesetz fiithrt zur Aufstellung der independenten
Form der Gleichung. Auch zeigt sich, dass in diesem Coordinaten-
system die Curvengleichungen sich als Differenzen der Quadrate
zweier ganzen rationalen Ausdriicke darstellen lassen, also in 2
rationale Faktoren zerfallen.

Zuletzt wird noch die Uebereinstimmung der Transformation
mit der allgemeinen Theorie der Cremona’schen Transformation
untersucht und dabei gefunden, dass hier der besondere Fall
vorliegt, wo je zwei einfache Fundamentalpunkte in den unend-
lich fernen Kreispunkten so zusammenfallen, dass alle Transfor-
mationscurven sich in diesen Punkten beriihren.

1.

Es sei (Fig. 1) M der Mittelpunkt eines Kreises, AB = a
ein Durchmesser desselben, und um A und B ebenfalls Kreise
mit dem Halbmesser AB gezogen. Ich bezeichne die drei Kreise
kurz mit Kn, Ksund K, die Senkrechten die in A und B auf
der AB errichtet, und also Tangenten an Ky und Ky, resp.
Ka sind, mit Ta und Ty, und endlich die Durchschnittspunkte von
Ka und Ky mit N und O, die Durchschnittspunkte von AB mit
Ka und Ky durch R und Rt

Liegt irgend eine Curve C; mit diesen Kreisen in einer
Ebene, so bekomme ich eine zweite Curve Cs, wenn ich jedem
Punkt ¢; der C,, der aus A auf den K durch den Strahl Ac,
im Punkte ¢ projicirt wird, einen Punkt ¢, der C, entsprechen
lasse, welcher auf demselben Strahle so liegt, dass ce, gleich
und entgegengesetzt dem cc; ist. Man kann auch sagen, jedem
Punkt ¢y, entspricht der Punkt ¢y, welcher von ihm durch Ky
und den unendlich fernen Punkt der Ac, harmonisch getrennt
ist. Fallt der Punkt ¢, der C; mit A zusammen, so wird der
Strahl Ac, eine Tangente der C; in A und das entsprechende
¢y liegt auf Ko. Deriihrt die C; den Km in A, so geht der
Strahl Ae; iiber in T, und e, fillt ebenfalls mit A zusammen.
Die Curven C; und C; nenne ich circular verbunden durch
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den Strahlenbiischel A in Bezug auf K. Ich kann mir ebenso-
gut die O, aus der C, erzeugt denken als umgekehrt.

Jedem Punkt der C,, der ausserhalb Ky auf einer Seite der
AB und einer Seite der T liegt, entspricht ein Punkt der C,,
der ebenfalls ausserhalb des Ky, aber auf der andern Seite von
AB und der andern Seite von Ty liegt. Jedem Punkt der Cy, der
innerhalb Kp und ausserhalb Km liegt, entspricht ein Punkt der
%, der innerhalb des Km auf derselben Seite von AB liegt, u. u.
Abgesehen von Punkt A selbst, von dem schon oben gehandelt
wurde, entspricht jedem Punkt der C;, der auf Ky liegt, der
Punkt A, und jeder Punkt, der auf Km liegt, sich selbst.

Jedem Zweig der C,, der durch einen andern Punkt als A
in K eindringt, entspricht ein Zweig der C,, der durch A in Kn
eindringt u. u. Jedem Zweig, der Ky in irgend einem Punkt
ausser A beriihrt, entspricht ein Zweig, fiir welchen A ein Riick-
kehrpunkt ist u. u.; jedem Zweig, der Ky in A berihrt, ein
Zweig, der Km also auch Ky in A beriihrt. Dabei berithrt in
allen 3 Fillen der Zweig von C, in A den Strahl, welcher von
A nach dem Punkte geht, den der Zweig von C; mit K» gemein-
sam hat, wie leicht zu beweisen. Beriihrt dabei C, in dem
Punkt der Kp den nach A gehenden Strahl, so ist A ein Wende-
punkt der C..

Jedem Zweig der C,, der durch einen andern Punkt als A
in Km eindringt, entspricht ein Zweig der Cp, der durch den-
selben Punkt aus Km hinaustritt. Jedem Zweig, der Ky in
einem andern Punkt als A von Aussen berithrt, entspricht ein
Zweig der Cp, der Km in demselben Punkt von Innen beriihrt,
. u. Wenn ein Zweig der C; durch B in Km eintritt, also der
entsprechende Zweig der U, durch B aus Km hinaustritt, schnei-
den sich beide Curven in B, und bilden mit K, den nidmlichen
Winkel.

Dies liisst sich folgendermassen beweisen: Die Richtungen
der 3 Curven im Punkt B werden durch ihre Tangenten in die-
sem Punkte gegeben. Wenn ich aber durch B zwei Gerade lege,
die den namlichen Winkel mit Ty bilden, und eine von ihnen als
erzeugende Curve nehme, so muss die erzeugte die andere Grade
in B beriihren. Denn sind Q, R, S die Durchschnitte eines durch
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A gehenden Strahles beziehungsweise mit der Erzeugenden, deri
K und der zweiten Geraden, so ist fiir die Punkte der Krzeu-
genden, die innerhalb Ku liegen, QR <C RS; fiir die ausserhalb
liegenden QR > RS3; fiir B selbst aber fallen alle drei Punkte
zusammen; wie sich leicht daraus ergibt, dass BR 1 QS, und im
ersten Fall Winkel RBQ < SBR, im zweiten I'all RBQ > SBR ist.

Die C, und C, konnen, abgesehen von A und B und etwaigen
imaginiren Punkten, nur dann einen Punkt miteinander gemein
haben, wenn C; den K schneidet, oder wenn auf einem Strahl
des Strahlenbiischels A zwei Punkte der C; gleichweit von seinem
Durchschnitt mit Km entfernt liegen, in welchem Fall die Curven
beide Pankte gemein haben.

A und B sind nur dann als gemeinschaftliche Punkte anzu-
sehen, wenn ein Zweig der C, einen Zweig der C; in A oder B
beriihrt. Dies ist bei A der Fall, wenn C; denn Kp in A be-
rithrt, oder wenn ein Strahl des A, der C; in A beriihrt, zu-
gleich C; in einem zweiten Punkt des Ky schneidet oder beriihrt,
in welchem Fall dann die Curven beide Punkte gemeinsam haben.
Bei B aber beriihren sich beide Curven, wenn C; den Km in B
beriihrt, oder wenn zwei Zweige der C;, die sich in B schneiden,
mit Ty gleiche Winkel bilden, in welchem Falle C; beide Zweige
in B beriihrt.

Zwei einander entsprechende Punkte ¢; und ¢, liegen immer
gleichweit von B entfernt, also immer auf einem Kreis, dessen
Mittelpunkt B ist. Ist némlich wieder c¢ der Durchschnitt von
¢; ¢ und Km, 5o ist Be 1 ¢;¢, und ¢;¢ = cc;. Demnach wird
jeder Kreis, dessen Mittelpunkt B ist, in sich selbst transformirt,
und die Beziehung zwischen ¢, und ¢ lésst sich auch so auf-
fassen, dass ¢, der zweite Schnittpunkt der Ac, mit dem Kreis
ist, der um B mit dem Radius Be; beschrieben ist. Auch aus
dieser Auffassung ergibt sich einfach, dass nur Punkte des Kn
sich selbst entsprechen, nur Punkte der Ta mit den entsprechen-
den symmetrisch liegen in Bezug auf AB, und dass der Punkf
A allen Punkten des Ky entspricht u. u.

Aus dem Vorhergehenden folgt, dass allemal Winkel Beye,—=
¢,¢oB, also BeyA = Ac,B oder = 180 —Ac,B ist, je nachdem
A zwischen ¢, und ¢; liegt oder nicht. Es liegen demnach ¢,
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und ¢, auf zwei Kreisen, welche beide iiber der Sehne AB den
niamlichen Winkel fassen und symmetrisch zu AB liegen.

Wenn ich fortan die Drehung eines Winkels immer in dem
néimlichen Sinn geschehen denke, (der des Zeigers einer Uhr
entgegengesetzt), und unter dem Winkel (Bx, #A), ganz abge-
sehen von der Lage des Punktes A auf dem Strahl zA, den
hohlen Winkel verstehe, den die beiden Strahlen Bx und Az, (in
dieser Ordnung), miteinander bilden, so ist fir jeden Punkt der
beiden Curven (Be;, ¢;A) = (Ac,, ¢;B).

Sind C; und C, und D, und D, zwei Paare von Curven, die
cirenlar verbunden sind durch A in Bezug auf K, so wird jeder
Berithrung der C; und D, in A ein Punkt des Ky entsprechen,
welechen C, und D, gemeinsam haben, u. u

Ferner wird jeder Berithrung der C; und D; in B eine Be-
rithrung der C, und D, in demselben Punkt entsprechen, und
endlich jedem sonstigen gemeinsamen Punkt der C; und D, ein
gemeinsamer Punkt der C; und D,. Wenn ich also A und B
nur £o oft "als gemeinsame Punkte der Curven C; und D, ansehe,
als sie sich in diesen Punkten beriihren, so“ist die Anzahl der
Punkte, welche C; und D, gemeinsam haben, gleich der Anzahl
der Punkte, welche C; und D, gemeinsam haben. Wenn ich
demnach die Anzahl der gemeinsamen Punkte zweier Curven G
und D, kurz mit N (Cy,D,) bezeichne; gilt die Gleichung N (C;, Dy)
= Ni(Cs; D).

Wie (5 mit C; durch A circular verbunden ist, kann ich
auch eine zweite Curve C; durch B mit C, circular verbinden.
In Bezug auf diese Curven gelten dann ganz die namlichen Ge-
setze, nur ist iberall statt A, B, K», Tau. s. W. zu setzen B,
A, K., Tpu. s w.

1L

Ich nehme nun als C; den K. = Py selbst, so wird die mit
ihm durch A circular verbundene C, (Fig. 2) die unter dem Namen
Paskals Schneckenlinie oder Kreisconchoide bekannte Curve, die
ich fortan mit P, bezeichnen will. Es ist leicht einzusehen, dass
ungere Transformation fiir diesen speciellen Fall zusammentfillt
mit der gewohnlichen Erzeugungsweise der Conchoide, wonach
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auf jedem Strahl des Biischels A von seinem Schnittpunkt mit
Kp a vorwirts und riickwirts aufgetragen wird.

Die P, schneidet den K zweimal in A unter einem Winkel
von 30°, und berithrt ihn in B von Innen, weil Kaden Ky zwei-
mal schneidet und den K., in B von Aussen berihrt. Den Ky
schneidet und beriihrt sie nicht ausser in A, da K. nicht durch
A geht. Den K, selbst berithrt sie in B und schneidet ihn zwei-
mal in Punkten der Ta. Die Curye ist 4ter Ordnung, da A ein
Doppelpunkt ist, und auf jedem Strahl von A im Allgemeinen
noch 2 Punkte der Curve liegen.

Die mit Ky durch den Strahlenbiischel B circular ver bunduw
Curve ist der vorigen congruent und liegt mit ihr symmetrisch
in Bezug auf NO.

Sind p, und p, entsprechende Punkte von P; und P,, so
ist bestindig Winkel RAp; = 2. (Bpy, pjA). Wihrend p; den
K, von R aus durchlinft, wichst RAp; von O bis 2m=, also
(Bpy, p1A) und der ihm gleiche (Ap,, p;B) von O bis 7.

Es soll nun weiter die ganze Reihe von Curven besprochen
werden, von welchen jede mit der vorhergehenden und der
folgenden circular verbunden ist, mit der einen durch A und
mit der andern durch B. Ich werde diese Curven der Reihe
nach mit P; (= Ka), Py Ps .... bezeichnen. Eine zweite,
ebenso von K; ausgehende Curvenreihe bezeichne ich mit Pt
(= Kp), P, Pl ... u. s. w. Ich bekomme so, wenn ich zwi-
schen je 2 Curven den sie verbindenden Strahlenbiischel setze,
die Reihen '
P,—A—Py)—B—Py—..— Py —B—Pon y 1—A —Pon 4 2—..

Py, —B— PY,—A—PL—. —Plan—A—Plon { 1—B—Plon  o—...

Beide Reihen lassen sich auch nach links fortsetzen. I,
wird durch B in den Punkt B selbst = P transformirt, dieser
durch A in sich selbst, und dann durch B wieder in die Py,
worauf sich die Reihe wie oben fortsetzt. Analog ist es mit der
zweiten Reihe. Man hat also '

.o..—P,—A—P,—B—P—A—P—B—P—A—P)—...
s—Pl—B—PL—A_P1_B_PlL_A_PL_B_Pl, ",

P, und Pi, sind congruent und liegen symmetrisch zu NO.

Die Curven konnen simmtlich nur durch A und B in K, ein-
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dringen, da die ersten Glieder beider Reihen keinen andern Punlkt
mit Kn gemein haben. Alle Curven der ersten Reihe beriihren
K einmal in B, und Zwar die Pop von Innen, die Pan 41 von
Aussen. Analog verhalten sich die Pt in A. Keine der Curven
kann, abgesehen von A und B, sich selber schneiden oder be-
rithren: auch A und B konnen nicht Doppelpunkte in unserem
Sinne sein, nimlich so, dass sich zwei Zweige einer Curve in
diesen Punkten beriihren. Dies folgt daraus, dass P; keinen
Doppelpunkt besitzt.

Wenn ich den dem Punkte p, der P entsprechenden Punkst
der P mit pa bezeichne, so ist (Bpay + 1, P + 1 A)=(Apza, p2aB).
Fiir alle Curven Psa wird demnmach, withrend psa die Curven von
ihrem Durchschnittspunkt mit der AB aus, den ich mit Rea be-
seichnen will, dem Zeiger der Uhr entgegengesetzt durchliuft,
der Winkel (Apzs, pza B) von O bis 7z wachsen ; ebenso wird fiir
wenn ich unter Req 4 1 den analogen Punkt verstehe,

alle Pag + 1,
der Winkel (Bpea 41, P2a +1A) YOI Poa g1 = Rga 41 aus von
0 bis 7z wachsen.

Ausserdem werden unten noch dig folgenden Eigenschaften
der P nachgewiesen werden.

Fiir die P ist A ein 2n facher und B ein 2n—1 facher
Punkt. Jeder der 2n—1 Zweige von Psn, die durch B gehen,
wird durch einen Zweig der Pan —1 in diesem Punkt beriihrt,
und jeder der 2n Zweige, die durch A gehen, durch einen Zweig
der Pan + 1. Dagegen haben Psp und Pzn—1 in A keine Be-
rithrung, Peo und Pon 41 in B eine einzige.

Die Curve Psn ist 4nter Ordnung. Sie hat im Allgemeinen
mit jedem Strahl des A, inshesondere aber mit T., ausser A
noch 2n Punkte gemein. Mit jedem Strahl des B hat sie im
Allgemeinen ausser B 2n+1 Punkte gemein. Ty berithrt sie in
B und schneidet sie noch in 2n Punkten. Mit NO und also mit
Pi,, hat sie 4n Punkte gemein, und mit Pey — 1 hat sie 4n—1
Punkte gemein, nimlich die 2n—1 Beriihrungspunkte in B und
die 2n Schnittpunkte mit Ta.

Die Curve Psn besteht aus 2n geschlossenen Zweigen, von
denen jeder von A ausgeht und nach A zuriickkehrt. 2n—2 der-
selben, welche ich Zweige der ersten Klasse nennen will, schnei-
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den in A den Ku, Ky und T,, in B den K, Ko und Ty, sie
schneiden ausserdem Ky, Ta, K. und Tp noch je in einem zweiten
Punkte und NO in 2 Punkten. Ein Zweig, zweiter Klasse, liegt
ganz ausserhalb Km und K», schneidet die AB in dem Punkte
Ron, der von M aus in der Richtung von B um (2n-1%)a ent-
fernt liegt, undeschneidet ausserdem K,, Ta, NO und T} in je
zwei Punkten. Der letzte Zweig endlich , dritter Classe liegt
ganz innerhalb des Kw, beriihrt ihn in B von Innen und schnei-
det NO zweimal.

Fiir Psy 1 i8t B ein 2n-+ 1 facher Punkt und A ein 2n
facher Punkt. Jeder der 2n Zweige, die durch A gehen, wird
in diesem Punkt von einem Zweig der Psn, und jeder der 2n-1
Zweige, die durch B gehen, in diesem Punké durch einen Zweig
der Pgn 4 » berithrt. Dagegen haben Pgn 41 und Pop 42 in A
keine Beriihrung, Psn + 1 und Psn in B eine einzige.

Py o ist 4n -4 2ter Ordnung. Jeder Strahl des B hat mit
Pon 41 im Allgemeinen 2n+ 1 Punkte gemein, T» insbesondere
berithrt -sie in B und schneidet sie noch in 2n Punkten. Mit
jedem Strahl des A hat sie 2n + 2 Punkfe gemein, mit NO und
also mit Plsy 4 1 hat sie 4n 4 2 Punkte gemein, und endlich mit
Pon 4n+ 1 Punkte, nimlich die 2n Bertihrungspunkte in A, und
die 2n Schnittpunkte und den Beriihrungspunkt in Ty.

Die Curve Pun + 1 besteht aus 2n 4 1 geschlogsenen Zweigen,
welche von B aumsgehen und nach B zuriickkehren. 2n—2 der-
selben, die Zweige erster Klasse, schneiden in B den K, Ka,
Ty und in A den Km, Ky, Ta, ausserdem noch Ka, Tp, Kp und
Tain je einem zweiten Punkte und NO in 2 Punkten. FEin Zweig,
zweiter Klasse, liegt ganz ausserhalb Km und K., schneidet AB
in dem Punkt Ron 4 1, der von M aus in der Richtung von A
um (2n+ 14 &) a entfernt liegt, und schneidet ausserdem Ky,
Ty, NO und Tain je zwei Punkten. Von zwei Zweigen endlich,
dritter Klasse, liegt jeder ganz innerhalb Ka, beriihrt mit dem
einen Ende in B Ka von Innen und Kn von Aussen, withrend das
andere I'nde innerhalb K, liegt, schneidet in A die Kn, Ky und
T ,, ausserdem noch Ty und Ky je in einem zweiten Punkte und
NO in zwei Punkten.

Der Nachweis der allgemeinen Geltung dieser Eigenschaften,
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welche fiir die ersten P evident sind, beruht auf folgenden
Ditzen:

EsistN (P n,Pata)=N(Pu—s, Put14a) =N (Ka, Pen) = N(B,P o + 1);
NPy, P'n) = N(Puts; Pa-s) = NPon— 1, Kp) = N(Ban, A).

Jede der betrachteten Curven ist durch AB in zwei sym-
metrische Theile getheilt, namentlich also wird Ta und Tv von
jeder der Curven in Punkten geschnitten, die paarweise gleich-
weit von A, beziehungsweise B abstehen, und bilden die durch
A und B gehenden Zweige, abgesehen von dem in B beriihrenden
Zweige, paarweise gleiche Winkel mit Ta und Ty. Daraus folgt
sofort, wie oben gezeigt, N (Pan — 1, B) = N (Pen, B) und N (Pzn, A)
= N (P2n 41, 4).

Dies lasst sich nocherweitern. Wenn ich unter N (C, C;, Cs)
die Anzahl der Punkte verstehe, welche die Curven C;, C,, Cj
in unserem Sinne gemeinsam haben, so ergibt sich #hnlich wie
oben
N(Pzn =ik Pen, B):N {B; Porn —1, Ean—n)i=N (_Ph P'Zmn-, Pon — I)‘
N(Psn,P en + 1,A)=N(Pon,Pem41) eo41—1,A) =N(Pon,Pem 1) 2n41),4)
d. h. alle Zweige der Ps, —; werden in B berithrt von der
P srmn—1 und Pomn, alle Zweige der Pznin A von der Pema) @ngay—1
und Pem+1) @uin, unter m o und alle positiven ganzen Zahlen
verstanden.

Was die Berithrungen der Pon — 3 und Pon in A betriflt, so
hat man N (Pon — 1, Pon, A) = N (Pen — 2, Pon, A) =
N(P 211—2—&,1}211 — By Pla}:N(B, Pe, P] 2n 2 2)=\;{B:P11Plzn = 1):—_—0-

In Bezug auf die Beriihrung von Pzn und Pon 4 1 in B aber ist
N(P2n,Pen 41 B) =N (Pen — 1, Pon + 1, By=N(Pen—1—0,Pont1-aPa)
— N(B,P;,Pen — 1)=N(B, Py, Pen) = 1.

Weiter ist N (P2n — 1,Pan) = N(Pon — 1, B) 4+ N(P2n — 5, Ta).

Es ist niimlich nach dem Vorhergehenden N(Pzn — i, Pon,B)
= N(Pan—1,B), und N (Psa — 1, Pan, Ta) =N (Pen — 1, Ta).
Weitere Punkte konnen Pey — ; und Pap nicht miteinander gemein
haben. Denn wiirden sie irgend einen andern Punkt psn — 1 gemein
haben, so miissten sie auch den entsprechenden pzn, und die zu
diesen in Bezug auf AB symmetrischen Punkte qgn — ; und qen
gemein haben. Dann wire (Bpan — 1, Pon — 1A) = (A Den, P2n B)
= 71— (B pon, Pon A) = (B (en, q2nA), was unmoglich ist, weil die
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Winkel (Bpen — 1, Pon — 1 A) von O bis = wachsen. Ebenso ist
auch N (Pzn, Pon 4 1) = N(P2n, A) + N(2n, Ts), unter der letzteren
Anzahl auch den Punkt B mitgezahlt, in welchem die Pen die
Ty beriithrt. :

Endlich ist N(Pn, P'n)=N(Pa, NO).

Ba und P, liegen symmetrisch zu der Geraden NO. Durch
jeden Punkt, den die Pu mit NO gemein hat, muss sonach auch
die P', gehen. Wiirden sie ausserdem noch einen Punkt pn Ze-
meinsam haben, so miissten sie auch den in Bezug auf NO sym-
metrischen Punkt p'a gemeinsam haben. Dann aber wire wieder
(Bpa, pn A)=(Bp'a, P'a A), was nicht moglich ist.

Nehmen wir nun an, unsere Behauptungen seien bewiesen
fiir alle Curven bis Psn — ;1 incl., so ist

N (Pan, A) = N (P, P*a) =21,
N (P31, B) =N (Pon — 1, B)=21n—1.

Da nun A ein 2n facher Punkt von Pgn ist, und jeder Strahl
des A die Py —; im Allgemeinen in 2n Punkten schneidet, also
nach dem Bildungsgesetz der Curven auf jedem Strahl des A
anch 2n Punkte der Pa, liegen, ist Pan von 4nten Grade. Dass
dann Py von jedem Strahl des B im Allgemeinen in 2n 41
Punkten geschnitten wird, folgt daravs, dass Paa von 4nten
Grade und B ein 2n—1facher Punkt derselben ist. Dass T,
welches in B einmal die Curve beriihrt, nur 2n Punkte ausser
B, und dass die’ NO iiberhaupt 4n Punkte mit Pen gemeingam
hat, folgt ebenfalls daraus, dass P.n von 4nten Grade ist. Um
aber nachzuweisen, dass diese 2n und 4n Punkte alle reell sind,
miisste ich die einzelnen Zweige der Pan betrachten, wie sie aus
denen der Ps, — 1 entstehen. Dies mag der Kiirze wegen hier
unterbleiben.

Analog ist auch der Beweis fiir die iiber Pon 4 1 aufgestellten
Behauptungen und ist damit fiir alle Curven der Beweis er-
bracht.

IIL.

Bezeichne wieder p. den Punkt der P,, welcher dem
Punkt p; der P, entspricht, so folgt aus der Gleichheit aller
Winkel (Bpa, pa A), dass alle p. auf den schon in I erwihn-
ten zwei in Bezug auf AB symmetrisch liegenden Kreisen
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liegen miissen, welche iiber AB als Sehne einen Peripheriewinkel
= (Bp, p; A) fassen. Fallt dabei ein Punkt p, mit A oder B
zusammen, so beriihrt P, den betreffenden Kreis in diesem Punkt,
und die gemeinsame Tangente bildet mit AB einen Winkel =—
(Bpy, py A).

Das Kreispaar ist bestimmt durch die Punkte A, B, p, oder
auch durch A,;B und den zu p; in Bezug auf AB symmetrischen
Punkt. Es liegen also auch alle ihnen weiter entsprechenden
Punkte auf dem niimlichen Kreispaar und wieder symmetrisch
zu AB,

Alle paa 4 1 liegen auf dem Kreis (A, B, p,); alle pz auf
dem symmetrischen. Ich will den ersten kurz mit K, den zwei-
ten mit K, hezeichnen.

Dem Punkt B als Punkt der P; entspricht in allen Curven
wieder B. Fiir den Punkt R werden die Radien des Kreispaares
unendlich, die beiden Kreise gehen iiber in die Gerade AB, und
die entsprechenden Punkte sind die oben schon mit R, bezeich-
neten Punkte. Sie liegen abwechselnd auf beiden Seiten von B,
je'zwel nebeneinanderliegende um 2a von einander entfernt.
Ich werde sie fortan als die Anfangspunkte der Curven nehmen.

Ist Winkel RAp; = «, so ist, wie schon oben bemerkt,
Bpy, p A)= g
einem bekannten Satz der Planimetrie (vgl. z. B. Baltzer, Ele-
mente der Mathematik II, 4. B. §. 4, 7.) ergibt sich dann leicht:
are. Bpy=p p:s = Da 1 Dia ks = ... =Blha=pDi=...
Pa Poa -2 = ... = 2 BA.

Ist nun « ein nicht rationaler Theil von 7z, so konnen keine
zwei Punkte ps und p» zusammenfallen, und es liegt auf K, und
K, kein einziger Punkt, den zwei der Curven gemeinsam hitten.

Es beriihrt auch keine der Curven die Kreise in A oder B,
oder geht durch einen ihrer Durchsehnittspunkte mit Ta, Tp,
NO oder K.

und weiter der Bogen BAp,—2BA. Nach

: : My : m
Ist aber « ein rationaler Theil von =, so dass 2¢ = 32”’

so wird jeder der betreffenden Kreise K; und K, von simmt-
lichen Curven nur in den n Eckpunkten eines ihm eingeschrie-
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benen regelmissigen n Ecks geschnitten, resp. beriihrt, so zwar,
dass in demselben Punkt pss —: alle Curven Pos — 1 4 ven und
Pon—1—(2a—1) + pen sich schneiden.

In B werden beide Kreise beriihrt von den Curven Ppen—1
und Ppzn, in A nur wenn m gerade und n ungerade ist von den
Curven Puyspn und Py_ipepn. In einem Durchschnittspunkt mit
der NO werden beide Kreise nur geschnitten, wenn m gerade und
n ungerade ist, und zwar von den Curven Po—1 , . Dabei

5

sind die betr. Punkte die fiusseren, wenn m = 4a + 2, die inneren,
wenn m=4a. In einem Durchschnittspunkt mit Ta werden beide
Kreise geschnitten nur, wenn n gerade und m ungerade ist und
zwar von den Curven Pn_itspn und Pyispn, in einem Durch-
schnittspunkt mit Tp nur, wenn n und m ungerade sind, von den
Curven Pp_jtopn ind Pnyopn. In einem Durchschnittspunkt mit
Kb werden beide Kreise geschnitten, wenn m gerade und n un-
gerade, von den Curven Pn_sioon und Putiiomm, in einem Durch-
schnittspunkt mit Ka endlich allemal von den Curven P; 4 2pn und
Pzn — 2 <4 2bn.

Auch wenn ¢, ein ganz beliebiger Punkt der Ebene ist,
liegen alle der Reihe nach ihm entsprechenden Punkte auf dem
Kreis K, = K (A,B, ¢)und dem symmetrischen. Dabei hat man
Be; = Bea, Ac; = Acy, ¢;3 = Acg—Ac; = Ac,—Be, + AB =
— Ac,—Bcy + AB =2AB, und dann weiter ¢;c3=0,C4—0C5C; = - . .
Wir konnen also iiberhaupt sagen: Bei unserer Transformation
geht jeder K, in den K, iiber, u. u.; nach einer geraden Anzahl
von Transformationen jeder Kreis in sich selber. Istdabei2AB

. . ~ . m . .
ein rationaler Theil, (E)’ des ganzen Kreises, so fallen die den

¢, nacheinander entsprechenden Punkte in die Ecken von regu-
dren, den beiden Kreisen einbeschriebenen n Ecken, und immer
nach 2n Transformationen fillt jeder Punkt des Kreises wieder
in seine urspriingliche Lage.

Aus dem Abschnitt IIT ergibt sich eine dritte Auffassung
unserer Transformation, welche als nahe liegend hier nicht
weiter yerfolgt werden soll,



IV.

Jede Poy wird durch einen Strahl des Biischels B ausser in
B noch in 2n + 1 Punkten geschnitten. Werden diese von links
nach rechts der Reihe nach mit plan, PZm,. .. 1122 *+ 'hezeichnet,
und Winkel Ren Bplen mit @, so ist Winkel (Ap'an, p'anB) =

1 1 k: ik 1
s (Antnhn B =r—— 7); .« (A Pon,P2n -
sngq @ (AP, DPmB) zn+1£“+ )3 «« (Apm,pen B) e
- =4 Ap2n 1 2n 4 1 bt 1 5] \ ) %
[e+ k—1)=l..(Ap,_ " ,p., B) e (e¢+ 2n7). TFolg
lich auch (Ap%m, Ap'en) = (Ap®en, ApZen) = (Ap:: R p:i) -
._1. - "E
T

Ist speciell der schneidende Strahl BA selbst, so folgt daraus,
dass die 2n Zweige der P2, und also auch die der Pgn 4 3, und

AB in A unter sich je den Winkel o

T bilden.

Jede Py 1 wird durch einen Strahl des Biischels A ausser
in A noch in 2n + 2 DPunkten geschnitten. Werden diese von
2n 4 2

rechts nach links der Reihe nach mit p'on 4 1, p%n 4+ 1. .. % i

bezeichnet, und Winkel Rap 4 1 Ap'en 4 1 mib e, S0 ist

(Bpen + 1, AP'm +a) = ¢, (BD%zn 4 1,Ap%n 1) =

2n+-2 2n 42

0k i B RSl L ol >
@t @, A, ) = L et =D al

on 4 !
(Bi}zﬁ + f, A llz: T i) = ,2]1:_9 [@+ (20+1) n]. Folglich auch
(BP%a 4 1, Bplan 4+ 1) =(Bp%um + 1,Bp%n + 1)=..(Bp
N2

Ist speciell der schneidende Strahl AB, so folgt daraus, dass
die 2n41 Zweige der Py, 4 1, und also auch die der Pon & 2, und

on 4+ 2 2n 4 1)
on - 1’szn + 1)

AB in B unter sich je den Winkel e 7 bilden.
2n 42

Aus dem Verhalten der Curven in A und B folgt dann fer-
ner; Die Schnittpunkte von Psn mit Ky und R' sind die Ecken
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cines reguliren 2n—1 Ecks, die Schnittpunkte von Pen mit, Ka
und R die Ecken eines reguliren 2n + 2 Ecks. Die Schnittpunkte
von Psn 4 1 mit Ky und R sind die Ecken eines reguliren 2n
icks, die Schnittpunkte von Pay 4 1 mit Kb und R' die Ecken
eines reguliren 2n 4 3 Ecks.

Um den Beweis dieser Sitze auf synthetischem Wege streng
su fithren, muss ich den Gang der einzelnen Curven genauer
betrachten und die einzelnen Zweige von einander unterscheiden.

Ich denke mir P, beschrieben durch einen Punkt auf einem
Strahl des Biischels A, wihrend dieser sich um A aus der An-
fangsrichtung AR immer in demselben Sinne stetig dreht. “Nach
einer Drehung = 2 7 schliesst sich die Curve. Ich bezeichne
den ersten Zweig derselben, welchen der Punkt beschreibt, with-
rend sich der Strahl von O bis 7 dreht, mit P, einzelne Punkte
desselbeu mit pY ; den zweiten Zweig, welchen der Punkt be-
schreibt, withrend sich der Strahl von = bis 27 dreht, mit P2,
einzelne Punkte desselben mit p?. Jeder Strahl, der durch
einen pY, geht, trifft die Curve auch noch in einem p?.

Fbenso entsteht dann auch P, durch einen Punkt, der sich
auf einen Strahl des A stetig bewegt, wihrend der Strahl selbst
sich um A stetig dreht und auch diese Curve muss sich schliessen
nach einer Drehung = 2 . Dem P*; entspricht ein Theil der
P,, der von R, durch A bis B geht, dem P2, ein symmetrischer,
der von B durch A nach R, zuriickkehrt. Lasse ich aber P; ent-
stehen durch Drehung eines Strahles um den Punkt B aus der
Anfangsrichtung BRs, so schliesst sich die Curve erst nach einer
Drehung =— 37. Ich bezeichne den ersten Zweig, der durch
Drehung des Strahles von O bis 7 entsteht, und von Ry bis A
geht, mit P, einzelne Punkte mit p%; den zweiten Zweig, der
durch Drehung des Strahles von 7z bis 2 = entsteht, und eine
geschlossne Linie bildet, die von A durch B wieder nach A geht,
mit P2, einzelne Punkte mit pZ; endlich den dritten Zweig, der
durch Drehung des Strahles von 27 bis 37 entsteht, und von
A nach R, geht, mit P%, einzelne Punkte mit p3; Der be-
schreibende Punkt ist in der Mitte seines Weges auf die ent-
gegengesetzte Seite des Strahles iibergetreten. Den p'; ent-
sprechen p'y; den p2, welche rechts von AB liegen, p's, némlich
2
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die vom ersten Durchschnitt der P, mit Ky bis B; denp?, welche
links yon AB liegen, p?, namlich die von B bis zum zweiten
Durchschnitt der Py mit Ky; den p3% endlich entsprechen p?.
Jeder Strahl des B, welcher durch einen P’y geht, trifft die P,
zuerst noch in einem p?%, dann in einem p;, in dieser Ordnung,

Die P; entsteht dann ebenfalls durch einen Strahl der sich
um B dreht, so dass sich die Curve nach einer Drehung = 3 =
schliesst. Dem P, entspricht ein Zweig der P; von Ry durch B
bis A, dem P2 eine geschlossene Curve von A durch B bis
wieder A, dem P3, ein Zweig von A durch B bis zuriick zu Rs.

Lasst man dagegen die P, durch einen Strahl entstehen,
der sich um A dreht, so schliesst sich die Curve erst nach einer
Drehung = 47. Bei der Drehung von O bis # entsteht der
Zweig P'g, der von Ry bis B geht: bei der Drehung von = bis
2 7 der geschlossne Zweig P2, der links von AB von B bis A,
dann rechis von AB yon A bis B geht; bei der Drehung von 27
bis 37z der geschlossne Zweig P3;, der analog verlduft, endlich
bei der Drehung von 37 bis 47 der Zweig P4, der von B bis
R; geht. Den p'; entsprechen pl; den p?% links von AB die pt,,
die vom ersten Durchschnitt der P, mit K, bis A liegen; den p2
rechts von AB die p%, welche rechts von AB liegen; ‘den pé
links von AB die p%, welche links von AB liegen; den p?, rechts
von AB die p3, welche von A bis zum zweiten Durchschnitt der
Py mit Ka liegen; den p*; endlich Pl Jeder Strahl des A,
welcher durch einen p*, geht, trifft die P3 moch in einem p2,
P%, P4, in dieser Ordnung.

Analog ldsst sich nun weiter schliessen. Man erhiilt als all-
gemeines Resultat: Wenn eine Psn durch Drehung eines Strahles
um B entsteht, schliesst sich die Curve nach einer Drehung um
(2n+1)7w. Je einer Drehung um = von der Anfangslage BRan
aus entspricht ein Zweig. Der erste geht von Ren bis A aufder
linken Seite. Von den 2n—1 folgenden geht jeder auf der
rechten Seite von A nach B, dann auf der linken von B nach A,
50 zwar, dass rechts jeder Zweioc von dem folgenden, links ~von
dem vorhergehenden eingeschlossen ist.  Jedem pen auf der Yinken
Seite entspricht ein pen — ; mit gleichem oberen Index, jedem
pen auf der rechten Seite ein Pen — 1 mit einem um 1 kleineren

e
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Index. Jeder Strahl, der durch einen pian geht, trifft die Psn
2n 4 1
n

nach einander in einem p2m, pm, . . D, , von links nach

rechts, in dieser Ordnung, so dass also auch, wenn die p'an, pen, ..
p,. auf der linken Seite liegen, dann die p';:l 5% 1)-2;:,+ ;

auf der
rechten Seite liegen.

Wenn eine Py, 1 durch Drehung eines Strahles um A ent-
steht, schliesst sich die Curve nach einer Drehung = (2n+2) 7.
Je einer Drehung um 7= von der Anfangslage ARen 41 an ent-
spricht ein Zweig. Der erste geht rechts von Rea 4 1 bis B.
Von den 2n folgenden jeder auf der linken Seite von B bis A,
dann auf der rechten von A bis B, so zwar, dass auf der linken
Seite jeder Zweig von dem folgenden, auf der rechten jeder von
dem vorhergehenden eingeschlossen ist. Der letzte Zweig geht
von B auf der linken Seite zuriick nach Ren 4 1. Jedem pen 4 1
auf der rechten Seite entspricht ein psn mit gleichem oberen
Index, jedem pon 4 1 auf der linken Seite ein psn mit einem um
1 kleineren oberen Index. Jeder Strahl, der durch einen plan 4 1
geht, trifft die Pen.; noch nacheinander in einem pZ%m 4 1,

2n + 2 . 5 5
Pl 4 15 000 Pop 4 p YOI rechts nach links in dieser Ordnung, so

dass also auch, wenn die p'en 4+1... D:n 4 1» auf der rechten
Seite liegen, dann die p:ntll 13 pz: if
liegen.

Mit Hiilfe dieser Unterscheidungen und der oben bewiesenen
Gleichheit der Winkel (Bpss — 1, Apsa — 1) = (Apzy, Bpep) ergibt
sich nun der Beweis unserer Behauptung folgendermassen. An-
genommen der Satz sei giltig fiir alle P bis zur Pen — 1, 80 gilt

auf der linken Seite

er auch filr Ppn. Denn fiir irgend ein p,  ~ welches links liegt,
k
2n — 1

welchem also ein p entspricht, ist (BRsn, Bp:n) :(J\]{.Q:HAI];])
+(ApS, B pe). Es ist aber (ARss, Apy)=(ARea — 1,Ap,, _,)
und dieses nach der Annahme = 2n (Bp:ﬂ s Ap:n e

(k—1) w=2n (Ap~,, Bpr)—(k—1)m; alsoistauch (BRun,Bp,,) +

k—1)z =@ +1).(Ap s’ Bps).
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Fiir ein p,,, welches rechts liegt, welchem also ein p,, _,

'S ) k k
entspricht, ist [BRen, Ii[Jl):(ARzn,f\p;n)—- [,ﬂ—(f\l‘rzn, Bps, )-
Hier ist nun (ABgn, -\pk )=(ARen — 1, ;\pk == LBp
"11},“ _1])—(I<-—2) 7 = 2n (;’\.pznJ Bp o) — Lk—‘?} s also wird
wieder (BRan, B])?n) + (k—1) z=—=(2n+1) . (A pzn, 131}2:,1).

Die Behauptung gilt dann aunch weiter fir Pon 4 ;. Es ist
niimlich fiir ein p:n 4 welches rechts liegt, welchem also ein
JeE

k k i =
(BPpy 4 15 ADp oy o) Es ist aber (BRen4 1, B pen L) =
(BRon Bpn )=(2n 4+ 1) (\l‘mz B]l J)—(k—1) =z = (n + 1).

(Blay 1 APy 1 1) — (k—1) 7; folglich wird

nl1

1‘:;1 entspricht (ARsn + 1, Ap:n 4 J=(BRan 4 1,

(ARsn + 1, Jme {_ )+ (k—1) z = (2n42). (bp Ap

on 4 19 2n 4 1.
Liegt aber pzn e links, so dass ihm ein [12n ) entspricht,
so hat man (ARgn + 1, Ap.l_,{n +1) = BRan 44, 1”]’:,, i ) —

— (Bp,. . A, o . Hier ist (BRa 1, Bpy 4 o)
= (BRew, Bp,, ) = (2n + 1).(Aps, 5Bpss )— (k- 2)m—(2n+1)
tl‘l}g“ s \p,nJ_ 1\——(]\—2) 7. Also wieder (ARzn -+ 1,Ap
+ (k1) n = @n+2) (Bp,, | ;, Ap,

Fiir die ersten P ist die Behauptung nach demselben Schema
leicht zu beweisen, also gilt sie allgemein.

zu+1)

iV

Die Anzahl der Schnittpunkte im gewohnlichen Sinne yon
P und Pe muss gleich 4 rs sein. Die Untersuchung der reellen
Schnittpunkte gibt aber diese Anzahl kleiner. Daraus folgt, dass
die Curven auch imaginire Punkte gemeinsam haben miissen.
Ierner: die Transformation, durch welche eine Curve in die
andere iibergeht, ist eindentig, demnach muss das Geschlecht der
Curven, d. i. der Ueberschuss der Zahl der moglichen Doppel-

B
L

s
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punkte iiber die der wirklichen, p = (n—l—))(l—:—) — d, erhal-

ten bleiben. Es miissen also alle P, wie der Kreis, vom Ge-
schlecht O sein. Waren die reellen vielfaichen Punkte A und B
allein vorhanden, so wiirde sich das Geschlecht von n abhiingig
zeigen: folglich muss jede Curve auch imaginiire Doppelpunkte
besitzen. In der That lisst sich auch auf synthetischem Weg
nachweisen, dass die beiden unendlich fernen imaginiren Kreis-
punkte vielfaiche Punkte aller P sind. Jede Psn enthiilt dieselben
als 2nfache Punkte, deren einfache Tangenten sich in B schnei-
den, so dass Psn mit Ky eine (2n + 1) punktige Beriihrung hat.
Jede Pan 4 1 enthillt sie als (2n+ 1)fache Punkte, deren einfache
Tangenten sich in A schneiden, so dass Pen 4 1 mit K, eine (2n+2)
punktige Beriihrung hat. _

Werden diese mit hinzugerechnet, so sind die beiden er-
wahnten Bedingungen erfiillt, woraus dann wieder hervorgeht,
dass die verschiedenen P keine weitern imaginiren Punkte ge-
meinsam haben konnen, und dass sie auch keine weiteren imagi-
niiren Doppelpunkte besitzen.

Die Anzahl der Schnittpunkte in unserem Sinne lisst sich
bei zwei beliebigen P am einfachsten bestimmen wie in Abschnitt IL.
Es ist dabei zu unterscheiden, ob die Indices der P um eine un-
gerade oder gerade Zahl verschieden sind.

In ersten Fall seien Pze und Py 4+ 1 die beiden Curven, soist
N(P2e, Pai 4+ 1)=N(Pe+1, Pet141) =N(B,Pee + 21 + 1) =2e+2i+1.

Im zweiten Falle hat man fiir Pee und Pu (i > )
N (Pse, P-zi}:‘b: (“, Poi — 0e) = 2i—2e-—1;
und fiir Pse 4 rund Pg 4 1 ebenso
N(Pse + 1, Pai + 1) =N(B, P — ga) =2l Ze—i.

Wie viele von diesen Punkten in jedem Fall Berithrungen in
A und B ergeben, lisst sich dann leicht berechnen, da man die
Winkel kennt, welche die einzelnen Zweige der Curven in diesen
Punkten mit AB bilden. Ich ziehe vor zu dieser Untersuchung
die Kreise des Abschnitts III zu verwenden.

e G : m
Es moge nun. der Kreis Ky, fiirwelchen der Bogen 2 AD =
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g a0 Y o 4 A0 . .
von gunzenI\remst,mltk( E) bezeichnet werden, dannist der zugeho-

. ~(2n—n . i . 7
rige Ky I\(—u—-l und beide fallen zusammen fiir m==nin den Kmn.

Sollen sich nun Pse und Psi 4 1schneiden, so geschieht dies
in Punkten von Kreisen, fiir welche 2e 4 2i -+ 1=2n—1 "sein
¢~) Durch jeden Werth von
et+i+1
m, der <e-+i+1 ist, ist dann ein Kreispaar bestimmt, auf
welchem 2 symmetrische Schnittpunkte liegen, durch m=e+i41

muss, also in Kreisen K (

aber der Kreis K., auf welchem der eine Beriihrungspunkt in -

B liegt. Im Ganzen sind es sonach wieder 2e 4 2i+41 gemein-
same Punkte. Auf jedem Kreispaar ist es der Punkt, fiir wel-
—(i+.]j)m. K ( n ), und der
e+i41 et+i41

symmetrische Punkt. Wie viele von diesen Punkten nach B und
A fallen, hiingt von dem grossten gemeinsamen Faktor von e und
i+1, resp. 26+ 1 und 2+ 1 ab. Soll nimlich Bpa + 1 ein Viel-

chen ist arc. Bpei 41 =

; 2 : : .o (i+41

faches des ganzen Kreisumfanges sein, so muss sem(#) =g,
e+i+1

wobei g eine ganze Zahl. Sei dann e—ra, i+1=sa, so gibt

. T+8 - = : L S

dies m = S L Es muss idlso m ein Vielfaches von r-s

sein, und zugleich m=e+1+4 1. Dies gibt sonach a Kreispaare,
und wie oben 2a 1 Punkte, welche nach B fallen,

o : . (i4-1)m 1

Soll pgi + 1 nach A fallen, 8o muss sein (1+. =q-+: ——
Nen sl sl gy
also (2i4+1)m=q(2e +2i+2). Istdann?2e 4 1=tbh,2i+1=ub,

; u-+t 5 S
s0 wird m = 7 Es muss also m ein Vielfaches von t+u,

und m=e-+i+ 1 sein. Da b ungerade ist, gibt dies b_)}
2
Kreispaare und b—1 Punkte, die nach A fallen.

Die Zahl der reellen Schnittpunkte in gewohnlichem Sinne
ergiebt sich demnach so: B ist fiir Pze ein 2e—1 facher, fiir
Py 4 1 ein 2i + 1facher Punkt, dabei finden in B 2a—1 Bertih-
rungen statt, also zihlt B fiir (2e —1) (214 1) 4 2a—1 einfache
Schnittpunkte, Ferner ist A fiir Pze ein 2e facher, fiir Py 41
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ein 2i facher Punkt und es finden in A b-—1 Beriihrungen statt,
also zihlt A fiir 4ei4+b—1 einfache Schnittpunkte. Ausserdem
sind noch vorhanden 2e + 2i 4+ 1— (2a—1) — (b—1) einfache
Schnittpunkte. Im Ganzen hat man sonach 4e(2i 4 1) reelle
Schnittpunkte im gewohnlichen Sinn.

Analog findet man fiir eine Pse und Py, dass, wenn e =ra
und i=sa ist, in B 2a—1 Berithrungen statt finden, und wenn
2e+1—th und 2i+1=nub ist, in A b—1 Beriihrungen statt fin-
den. Die Zahl der reellen Schnittpunkte im gewdhnlichen Sinn
ist dann 4e(2i—1). Endlich finden bei einer Pze + 1 und Ps; 1 1
fir e+1=ra und i+1==sa in B 2a—1, und fir 2e 41 =tb
und 2i4+1=ub in A b—1 Berilrungen statt. Die Zahl der
reellen Schnittpunkte in gewohnlichem Sinn ist 4i(2e + 1).

Das Verhalten der P zu den unendlich fernen imaginiiren
Kreispunkten ergibt sich nun folgendermassen: Km hat mit der
anendlich fernen Geraden diese beiden Punkte gemein. Deswegen
entsprechen bei einer Transformation durch A allen Punkten der
durch A nach den Kreispunkten gelegten imaginiren Strahlen
die Kreispunkte u. u.; namentlich sie sich auch selbst wieder.
Nun hat P, mit der umendlich fernen Gteraden nur die bei-
den Kreispunkte gemeinsam, und zwar so, dass die imaginiiren
Geraden, welche diese Punkte mit A verbinden, die P, in den-
selben beriihren. Es fallen demnach auch die entsprechenden
Punkte der P, mit ihnen zusammen, und zwar sind sie fiir die
P, Doppelpunkte, da die imaginiren Strahlen durch A als Tan-
genten zwei benachbarte Punkte mit P, gemeinsam haben.
Weitere Punkte kann P, mit der unendlich fernen Geraden nicht
gemein haben,’ da sie iiberhaupt mit derselben nur 4 Punkte ge-
meinsam hat, und jeden weiteren Punkt auch die P, mit ihr ge-
meinsam haben miisste. Nun muss ebenso die Py die unendlich
fernen Kreispunkte enthalten, und zwar mindestens als Doppel-

punkte. Dags sie aber fiir P3 sogar dreifache Punkte sein miissen,
folgt daraus, dass die unendlich ferne Gerade iiberhaupt 6 Punlkte
mit P, gemein haben muss, aber keinen anderen Punkt mit ihr
gemeinsam haben kann, da denselben sonst auch die P, ent-
halten miisste. Dreifache Punkte konnen sie aber nur dadurch
werden, dass die imaginiren Tangenten, welche die P, in den




) L

Kreispunkten beriihren, durch B gehen. In dieser Weise weiter
schliessend erhitlt man die am Anfang dieses Abschnitts behauptete
Eigenschaft der Curven. Uebrigens wird dieselbe auch durch die
Gleichungen der Curven bestitigt.

Nehme ich nun die Berechnung der Zahl der Schnittpunlkte
zweier P wieder auf, so ergibt sich: Pze und Py 4 ; haben in
jedem unendlich fernen Kreispunkt einen 2e, resp. 2i - 1fachen
Punkt mit verschiedenen Tangenten. Dies zithlt fiir 2.2e. (2i41)
einfache Schnittpunkte. Zusammen mit den oben gefundenen
reellen Schnittpunkten gibt dies 4 e(4i+ 2) Schnittpunkte, wie es
sein muss. Pse und Pa haben in jedem Kreispunkt einen Ze,
resp. 2i fachen Punkt mit gemeinsamer Tangente. Dies zihlt fir
2.2e(2i + 1) einfache Schnittpunkte. Zusammen mit den reellen
Schnittpunkten gibt dies 4e.4i Schnittpunkte. Pse 4 1 und Pai 4 1
endlich beriihren sich in jedem Kreispunkt mit einem 2e + 1,
resp. 2i-+1 fachen Punkt. Dies ziihltfiir 2. (2e + 1) (2i 4- 2) einfache
Schnittpunkte. Mit den reellen zusammen sind es dann (4e + 2)
(4i+2) einfache Schnittpunkte.

Ich gehe nun iiber zur Berechnung des Geschlechtes der
Curven. Eine Pgn ist vom Grade 4n, hat in A einen 2n fachen,
in B einen 2n—1 fachen, und in jedem imaginiren Kreispunkt
einen 2n fachen Punkt. Demnach ist
o _ (@n—1)(#n-2)  2n@Zn—1)  (En- 1)(@en—2)

: 2 o T
2n(2n—1)
e =

2
Eine Pon 4 ¢ ist vom Grade 4n + 2, hat in B einen 2n 4 1
fachen, in A einen 2n fachen Punkt und in jedem imaginiren
Kreispunkt einen 2n + 1 fachen Punkt. Demnach ist
(dn41)4n _ (20+1)2n _ 2n(2n—1) S (2n+1)2n __
[5) 5] 4 ¢ e

<)

& - <]
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Die Gleichungen der Curven in Polarcoordinaten lassen sich
sehr leicht aufstellen. Versteht man unter e wie oben den Winkel,
welchen ein Strahl mit der AB bildet so erhilt man fiir den




Pol A die Gleichung von Psn

; : sin (G @
und die Gleichung von Peq 4 1 r = a ("7“1‘“),
S (2i]+":z ce)
. 2n
2 St sin (05 @
fir den Pol B die Gleichung von Pan r = a ——[-3?‘.‘*?..__),

und die Gleichung von Pay 4 1 =" Sl

Als vorziiglich geeignet zur Aufstellung der Gleichungen
erweist sich ferner ein Bipolarsystem, dessen Pole A und B sind.

Man hat nimlich bei der Transformation durch A : Bpan — i
= Bpen, und nach einem bekannten Satz der Planimetrie (Bp2n-a2)
= & Apon — 1.ADsy, je nachdem A auf der Strecke pen — 1 pon
oder auf ihrer Verlingerung liegt, in beiden Fillen also
Bt a8)2 p%“‘_az)z = A?pay — 1, und auch Bt s AR A?psn.

A pZon Ap%n — 1

jei der Transformation durch B ist A pen= Apen 4+ 1 und

A2, —a2)2
(Ap%n 4 1—a%) = £ B pen. B pon 4 1, in allen Fillen E‘\P[;;-j_ 1=2)!
. Y P En - 1

]?gn_ 32)2

= (AL s =
= B p2%a und (__]B_p?-'zu_ = Bpen 1%

Bezeichne ich also den Abstand eines Punktes von A durch
Ra, den eines Punktes von B durch Ru, so erhalte ich aus der
Gleichung einer Psn — ; in Bipolarcoordinaten die dex Pan u. u.,
(R% — a2)?

wenn ich statt R2 setze -
L R2,

, und aus der Gleichung

(R2, — a?)?
Ry
Es enthalten jedoch die so entstehenden Gleichungen fremde
Falktoren, die daher rithren, dass bei einer Transformation durch
A A selbst in den Ky iibergeht, und bei einer Transformation durch
B B in den K.
Jezeichne ich die Faktoren, welche. gleich 0 gesetzt, die

der Ps, die der Pyp 4 1 w.u., wenn ich statt R% setze




eigentlichen Curvengleichungen geben mit 7z, sa hat man nach-

einander
PI = 7T :0, 7Ty —R% —a’= O,
1 :
.I_]g — R—‘a ﬂ,‘g:“, = (Rgb = 512)2 - a2 I)l-":l =0
a
Py—— M =0, =m=R%R%—a*)?- a?(R%4R? —a?)?=0
'lz.'» ]-h'lb
P (0 e my—0, m=[R%» — a?>—a’R% ]*- a?R% (R% +
A= R R R%, — a2)2 =0,
Pt Nk =8 — 2% — 2R3 — a?
5 — 5 pa o —

R8, R P % I 1%p-a2 :] l + H.?b-ﬂ,z) +R""n(“ag’{12) |l:(}.

Die Gleichungen der P* und 7' ergeben sich, wenn man ein-
fach Rgs und Ry vertauscht. '

Um die Gleichungen in rechtwinkligen Coordinaten zu er-
halten, darf man nur, wenn AB die y Achse und Ta die' x Achse
werden soll, R% = x2+y% R% = x® 4 (y—a)? setzen, und wenn
Tp die x Achse werden soll, R% = x2 + y2, R% = x34 (y+2a)%

Um die allgemeinen Substitutionsgleichungen zu erhalten, be-
zeichne ich die rechtwinkligen Coordinaten mit A als Anfangs-
punkt, welche sich auf die Ilbene einer Pen beziehen, mit Xen, yon
die sich auf die Ebener Pzp 4 i beziehen, mit Xon + 1, Yon 4 1,
u. s. w. Bei einer Transformation durch A ist dann

: L , also auch - 22‘2‘ = :x_E'*“ > ?'I'Lf?“_—l

Xeon Yon X“on X%n-+Y“2n

Ferner gilt, wie oben gezeigt, die Gleichung x%n — 1y%m — 1=
(X22n+y%en—2aY2n)* (X%n+-y2en—2ayzn)?

i __\3“4_,‘J R (\2:..4—\'21.)4

Xon — 1 Yon — 1

;alsoist anchx%y — ;=x2x.

_ (x%n 4 V2on—2ay2
und Xen — 1— — Xon. { "-t-_‘ ?”_.’__‘e. _’_ﬂ_
X“Ln*i—}"‘zn

Dass das negative Zeichen zu nehmen ist, entscheidet ein
Blick in die Figur. '

Ich schreibe hiefiir kiivzer Xsp — 1 = —Xon i‘j , wobei das

Zeichen = hier, und analog in den spiteren Gleichungen an-
deuten soll, dass die Gleichung nur richtig ist, wenn 71, und R,
als Funktionen von X;; und yen gedacht sind.
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1
Ganz analog ergibt sich auch ysn — ;=— yon R—;u. recipr.
“a
— v T o — - mt
AIm = — Xy R—sz)'en = }'211 -1 Rz—
a

1.2n — 2
T4 7T 2 Y
]{ 4n :"3“]‘1_, da A fiir 75, —; ein
(]

2n—2facher Punkt ist, im Nenner nur eine Potenz von R2 er-
scheinen kann und der Ausdruck homogen sein muss.

Dabei wird mzon — 1=

@ —
11211?1"—’11 oy n—ll-n ]ﬂlﬁu +1

¥ T == il Lartt—
Ebenso wird men= R a0 Em= Ra 42
pl?n + 11
1 = 1 gz
7T 2n il = Ha-m
2
e ; : : IR T
Bei einer Transformation durch Bist ebenso R2,= R2% , R2, = —
Vb
T 7T ;
Xen 4 1=—Xn —1—; Yoo 4+ 1 —8 = — (Von—a) —2 L u. reciprok.
I{“b : : -“"h
Xon=——Xp» 1— 2 Aa=—(V:2 -l—rﬂ 2
I n -} R = ok ( n - hzh
i S g gy,
Ton= “1{1,'1“ — 4 T2n 41 = ._h‘in )
; ﬂ.l-)n — 2?’61 4 ol ?1-121.1 e
Thonet == L =

141.1--2 _[Jdn—‘.!_

Mit Hiilfe dieser Gleichungen kann man dann leicht auch
die weiteren aufstellen, die einer Transformation ‘AB, d. h. erst
durch A, dann durch B, einer Transformation BA, ABA, BAB,
u. 8. W. entsprechen. Dies mag hier iibergangen und nur be-
merkt werden, dass die im Abschnitt III behandelte Eigenschaft
unserer Transformation sich dadureh ausspricht, dass der Ausdruck
X% + ¥y — ayx

e
Charakter fiir alle diese Transformationen hat.

abgesehen vom Vorzeichen einen invarianten

Zu einer Recursionsformel zwischen den 7, und damit schliess-
lich auch zu einer independenten Darstellung derselben gelange
ich auf folgendem Wege:

Werden die Transformationen A:und B abwechselnd auf die
Gleichung 7 = R2 angewandt, so erhiilt man




Ten TTon 42 7ilon 41 2 ?Tzn—i—h!"ﬂfzn—i—s
Ra @ T2Ry®  Ram+:Rp®  Rp +4R.m+?
2
tlon 4 2
Ryt +4 R, m+2

— g
as,

und analog
7lsn +1 T'en 48

ﬂl&'u }Tl'_’n 4+2 — ﬂ’-? n -}
R a4 AR hvll] + 2

2 1
H_b 4n - 2 _H ‘. in —i{ b-l'n EEEg l{ rl-J.u

7%n 4+ 2 9
=

02
=53

Rt Ry ?

Aus diesen folgt weiter

2
{lzl{h‘m + 4Rat2 + 2=ml, 4 2-7T2n 4 17T 2n + 8= I{?F‘Rm(ﬂﬁiﬁn + !.‘73'12[1

7l on 4 2)
2
a?Retn + IR p =770 4 1-Wen7Ten 4 2=RAaR%(72%0-7"m — 178 + 1),

2
aRpin +2RM=r%, 4 1~ en 4 2= RR(7 n-ren — 1700n + 1),
2
aR4n + 2Rpin + 2—=ny ¢ o—m'on + 178 4 3= R2R% (820 + 1—
: " i ¥2n Ten -+ 2)-
Hieraus ergiebt sich

7T 4+ Rz, R2, 7o o :
en ot Mo Vb Man . 41 ypg dann allgemein

mron+R% R2%, 7won — 2 T T e
. 7ten 2+Rza REI: TTen S 5‘712_11 + 1
oen — ox+ B2 R mmon—sx—2 T8'on—1—2k

Nun ist aber mm,+R% R*% = (w'1+R*a). Folglich hat man
Tron + =7 + 1(R% + R —a*)—mzaR% R% und analog
on 4 5= + 2 (B% + R’ —8%)—7m 4 1 R%W Ry,
Z'on + 2=7Fen + 1(R% +R% —il'z)—-ﬂ"snl{% R,
7'on + 5= T0an + 2(B'a + R —a2)—m'sn + 1 R% R%.
Wenn ich nun R2% + Rz —a? = s und R% R*» = p. setze,

und die Reihe der Gleichungen

o = 700
— R%W = — 8 o + ﬂ?il

0=p m —sm'+m

0=0+4p m'—s m + m'
mit Hiilfe der Determinanten je nach der letzten Unbekannten
auflose, erhalte ich die independente Darstellung:

i




Am—=Am—R% Ay —1  , #am=An—R% Agn — 1,
on + 1=Azn 4+ 1—R% Agn, 70on + 1=Asn 4+ 1—R% Agp.
Dabei ist An eine Kettenbruch-Determinante nten Grades
(Ao = 1), und zwar
— 5, 1 0 05
p,— S8 1 BEST .
An=(=1~| O, p — 8 1 , oder entwickelt
0F 0 p— 8§

K=

Ay = S (—1)k (n—k) p= 82 — %,
k=0

vl E

Es lisst sich nun auch noch jedes = als Differenz zweier
Quadrate darstellen, mithin in zwei rationale Faktoren zerlegen.
Wenn ichdie obige Reihe der Gleichungen erst mit mwon — ox=1man — x,
—D. 7' sn—2k—1=—S§ Wan — sk+'on—sxt1 beginne, und dann auflose,
erhalteich zzam=—=msn—sx Aok—D. 7 'sn—ok—1Asx — 1,700 + 1=7"on — sk
Aok 4 1—D. on—ox—1Agx, on=—7r"an_ox 1 Aok 4 1—D. Won—2k—2 Aok,
T + 1=Tonf1—2k Aox—D . 7'2n — ox Aok — 1.

Hieraus ergibt sich auch
in—"anAon—D . W' — 1 Aon — 1. Egist aber Aen—=mron+R% Asn _ 4,
folglich: 7r4n = A%n + Agn — 1(R% en—D. 'on — 1)=7%n —R%
Asp — I(I{'Qb Thon — 1—7Ten) = 7ifan—a’R% A%n — 1.

Auf etwas weitliuficerem Weg erhalt man dann auch aus
fon + 1= 'enAsn 4 1—DP. o — 1Az, die Gleichung mun 4 1=
RZ, w12, —a2A%,. Ueberhaupt ergibt sich analog
min—m%n—a2R% A%y _ 1, mlam=nl;m—atR% AZ%n — 4,
fiin + 1=R% m%n—al A2, 7mln 4 1= R% 7%n—a? A2y,
ian + o—=m%n 4+ 1—a2R% A%, 7' 4+ s=7%n 4+ 1—02R% A%,
Toan + s=R% %0 + 182 A%, 4 1,780 + s=R% %0 4 1-8%A%, 4 1,

Die namlichen Resultate lassen sich auch durch Transfor-
mation der Gleichungen my—m,'2— a’?R2a., @'y = m2—a’R% er-
zielen.

Schliesslich soll nun noch die Uebereinstimmung unserer
Transformation mit der allgemeinen Theorie der Cremona’schen
Transformation untersucht werden, wie sie in den Vorlesungen
iiber Geometrie von A. Clebsch, herausgegeben von Lindemann
p. 418 ff. aufgestellt ist.
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Ich setze zunichst, nm homogene Coordinaten zu erhalten

C G n: !
Xen — 1 =21, Yon— 1=22, Xon = L yy = 2 Dadurch wird
53 G E] s
m=— (R% — a?), o= —0, (B% — a?), gy =3 R%; oder

M =—C4(Cy%+ 0% —2aL,ly) mp=—Lo(E:*+ £%-2aL,C3), s =Ta(C4 >+ 5V

Dieselbe Form haben auch die Gleichungen, welche umge-
kehrt die { durch die 5 ausdriicken. Die Curven fi——70
(C2+8?-2al55)=0, fo=-0o(C2+522a00)=0, f=Cy((2+5)=0
sind zerfallende Curven dritter Ordnung. Die beiden ersten
haben einen gemeinsamen Faktor, entgegen der Annahme bei -
Lindemann p, 478.

Die erste besteht aus dem Kp und der y Achse, hat also 2
Doppelpunkte in ihren Durchschnittspunkten und geht durch die
unendlich fernen imaginiiren Kreispunkte so, dass die imaginéiren
Tangenten durch den reellen Punkt B gehen.

f; besteht aus demselben Ky und der x Achse, hat also in
A einen Selbstberithrungspunkt, und geht ebenso wie f; durch
die unendlich fernen Kreispunkte.

f; zerfillt in drei Gerade: die unendlich ferne Gerade und
die beiden imagindren Geraden {24 (2 — 0, welche durch A
und die unendlich fernen Kreispunkte gehen. Die 3 Doppel-

punkte sind eben A und die imaginiren Kreispunkte. A
Die Curven, welche den Geraden us in beiden Systemen
entsprechen, sind “
Uy &y +uplo+ugly =—uym (174245 — 2any13) — Ugtja(ny>+175>—2ans1s) |
+ gy (p®+me?) =0, oder .
— 0+ 72%) (W am2) 030 03 (42 +72%) +2899(Wy 74 +Ugmz) | = O. $
Hieraus geht hervor, dass sie im Punkt o = 0; 7, = 0, i
also in A einen Doppelpunkt besitzen, mit im Allgemeinen ver- 3

schiedenen Tangenten deren Richtung von u abhingig ist.
Ferner auch, dass sie alle mit der unendlich fernen Geraden
die beiden imaginiren Kreispunkte gemein haben, und ausserdem
den reellen Punkt, in welchem u{=0 diese Gerade schneidet.
Die Gleichung lisst sich auch (vgl. Salmon, hohere Curven,
deutsch von Fiedler p. 46) auf die Form bringen i
—{my* (2 —a5)* (g7, + Vg —Ugm5) 4582 (W +s77z) 3 2auizn, )
— my3auy =0,
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Darans geht hervor, dass alle diese Curven in den unendlich
fernen Kreispunkten sich beriihren, und ihre gemeinsamen imagi-
niren Asymptoten durch den reellen Punkt B gehen, Die reelle
Asymptote ist parallel u& und ebensoweit von A entfernt als ug.

Jeder Geraden, die durch A geht, entspricht eine zerfallende
Curve, die aus der Geraden selbst und dem Ky besteht. Jeder
Geraden, «die durch einen der unendlich fernen Kreispunkte geht,
entspricht dann ebenfalls eine zerfallende Curve. 5Sie zerfillt
nimlich in die durch A und den Kreispunkt bestimmte Gerade
und einen imaginiren Kreis, der also ebenfalls durch die Kreis-
punkte und ausserdem auch durch A geht.

Schneidet eine Gerade den Iy, in zwei reellen Punkten, so
bildet die Curve eine Schleife mit A als Doppelpunkt, welche
innerhalb Ky liegt, und wenn die Grade auch den Ky schneidet,
diesen in denselben Punkten schneidet. Beriihrt die Gerade den
Ky, so hat die Curve in A einen Riickkehrpunkt. Schneidet sie
endlich Ky, nur in imaginiven Punkten, so ist A ein isolirter
reeller Doppelpunkt der Curve. '

Die Fundamentalpunkte der Transformation sind sonach:
der Punkt A, in welchem jede Curve einen Doppelpunkt hat,
so dass dieser Punkt als vierfacher Schnittpunkt gilt, ferner

jeder der beiden Kreispunkte, in welchen sich alle Curven be-

rithren, so dass jeder als zweifacher Schnittpunkt zithlt. Zu A
gehort als Fundamentaleurve der Kypj; zu jedem der Kreispunkte
die imaginire Gerade, welche ihn mit A verbindet. Dies ergibt
die geometrische Betrachtung oder auch die Berechnung nach
Lindemann p. 481,

Unser Fall stimmt also nicht mit der bei Lindemann ge-
machten Voraussetzung, dass die Fundamentalpunkte aus einem
Doppelpunkt mit getrennten Tangenten und 4 einfachen Punkten
bestehen. Das System der Fundamentalecurven ist also auch
nicht durch die Fundamentalpunkte allein bestimmt, sondern
hiingt wesentlich auch von der Lage des Punktes B, resp. dem
Parameter a ab. Vgl. die Anmerkung bei Lindemann p. 481
und die Bemerkung dazu von Nother in der Recension in Schlo-
milchs Zeitschrift, Jahrgang 22, p. 79 der historisch liferarischen




Abtheilung. Auch die Identititen 8) bis 18) bei Lindemann sind
einigermassen zu modificiren.

Unsere Transformation lisst sich wie bei Lindemann p. 489
in zwei quadratische Transformationen zerlegen. In der That
erhalte ich, wenn ich als die eine davon eine Transformation
durch reciproke Radien wiihle:

in—l—‘bl)t Yo == e u.tx_.__xa;b_z__m:
L2+ 21 J -:_I_r; = Xzzn-i-}"zzn-f-lt}'zn
_}rﬁnb“
oder
e _W 2ag) o _on(b2am), o Ben . bPa
= +u‘ g E-:2+'-T2 X 'zu‘} \g’u X vu—l—\ an

Dabei ist b beliebig, am einfachsten gleich a zu nehmen.

Die erste fiilhrt auf die Trisektion des Winkels durch einen
beweglichen Kreis und eine feste Hyperhel, die zweite ebenso
durch einen festen Kreis und eine bewegliche gleichseitige
Hyperbel.
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