Metriseche Relationen am Sehnenviereck.

Die. metrischen Relationen am Sehnenviereck sind merkwiirdiger Weise gegeniiber denen am
Dreieck bislang sebr vernachlissigt worden. Abgesehen von den lingst bekannten Formeln fir den
Inhalt, die Diagonalen und den Radius des umschriebenen Kreises ist mir aus nenerer Zeit nur eine
Abhandlung iber den erwithnten Gegenstand bekannt: Dostor, Propriétés nouvelles du quadrilatére
en général, avec application aux quadrilatéres inseriptibles, circonseriptibles ete. in Grunerts Archiv
XXXXVII S. 245.  Aber auch hier wird iber die Berechnung der sich zunfichst darbietenden
Strecken und Winkel nicht weit hinausgegangen.

[ch teile nun im Folgenden die hauptsichlichsten Ergebnisse mit, zu denen ich bis jetzt ge-
kommen bin in Bezug anf die gegenseitige Lage der Mittelpunkte des umschriebenen Kreises und
der an- und eingeschriebenen Kreise, des Flichen- und Eckenschwerpunktes, des Schnittpunktes der
Lote von den Mitten der Seiten auf die Gegenseiten und der Schnittpunkte der drei Diagonalen.

Indem ich die Funktionen

ab--ed, ad--be, ac-+bd, b+e¢-4-d—a, a-e+d—b, a-+b-}d—e, a-{-bf-e—d,
in denen a, b, ¢, d die Seiten AB, BC, CD, DA des Sehnenvierecks vorstellen, symbolisch stets mit

(ah)_._ (nd). (:10)3 511}._ }:[;t, tci: g[IE

hezeichne, stelle ich zunfichst die Formeln zusammen, die die Grundlage fiir die folgenden Berech-
nungen bilden sollen; sie finden sich zonmeist bei Dostor a.a, 0.
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(1) AG=1= aC—p =[G GD
(a—e?) (b*—d?)
h? :

wo O den einen Eckpunkt desjenigen Sehnenviereckes ABCD bedeutet, welches man erhiilt, wenn
man BC mit CD wvertauscht.
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(1) AABRQ=y—3; ACDR=_—y—0, ABCP= 5T g1» NADP — =ty—s
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(9) sin AQB = sin (e8) =

al- [12— b%—¢?
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Co= hi—a— j(ﬂ;)_

o [(ab)]2+ [(ad)]?—(a®—¢

I:IUIJ COs o —

(11} cos AQB = cos 2R — e — 8)

08 BPC = rcos =
cos Bl cos (e 2 (ab) (ad)

(13) sin ADB = sin ACB = '_:IH' sin BAC = sin BDC = “
sin CBD = sin CAD = ::'I{-, sin DBA = sin DCA — 2‘%:
a(b*{-c*d?—a?) - 2bed IH.L {-d*—b?*)+-2acd

(14) cos ADB=cos ACB= s c08 BAC = cos BDC =
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= ¢(a?f-b2-d>—c?) | 2
c03 OBD = cos CAD= 12 1€ 0 )i 28bd o ppy ooopg — 3(6%
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S

6) J ;
(ac)’

2J (b?*—d?)

(ab) (ad)
a’l-te?—b*—d?

2 (ac)

2 (ab) (ad) 2
gy - [GOF [P — (b2—an?.

2 (abj uu(ll (ac)

}-c2— d?)|-2abe

2 mh} (ad) (ac)

—




=it

Fiir die Verbindungslinien der Mitten der Gegenseiten und der Diagonalen gilt ferner:

(15) A,C*=1}(b2+d2—a?—c2--12}g?), B, D} =1 (a?c*—b?—d?
. ac (b2— d2)21-bd (a®—c*)
F.G'=1(a2} b2l el 2—f2—pl) =——— e
S LA RIS o 4 (ab) (ad)
Endlich verwende ich noch die bekannte Relation zwischen den 6 Strecken, welche vier in einer
Ebene liegende Punkte 1, 2, 3, 4 verbinden:
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I. 1) Zieht man durch N eine Sehne n senkrecht zu MN, so ist

ny* \ - abed
(_‘.3) — AN.CN = BN .DN e
A abed
folglich MN2 — R2 (;) R2 ll:t;( :

2) Fiir die von P und Q an den Kreis gezogenen Tangenten fty und tq gilt:

b3 — AP .BP = bd (ab) (ad)

(=¥’

i : ; ac (ab) (ad)
tg = BQ.CQ = _(.‘12" t,_z'}-i

also ty +tf =e

Da ferner MP?=R? -t und MQ?*= R2? - t, so wird, wenn E, die Mitte von P() bezeichnet,
a

ME: = } (2MP2 - 2MQ? — ¢?) = R2 4 }e*.

Ferner ist:
MP2 .- MQ? — 2R? = ¢*#

und da andererseits MP? - MQ? — 2MP . MQ . cos PMQ = e?, so ergiebt sich

R2 — MP . MQ . cos PMQ.**

# Baltzer, Planimetrie § 14, 5.
## in Gronerts Archiv IT 8. 528 von Kunze als Ubungsanfgale anfgestellt,




3) Aus ABDP folgt mittelst des Stewartschen Satzes®

BP? . ND - DP?.NB — BD . NB . ND = NP®.BD

; e bd'(ab) i‘ud_‘_} abed _ ,, abed
oder  NP* = (b2—a)* T W T s

in derselben Weise folgt aus AACQ
NO*— 2 — 1!;:‘:—1
mithin hat man analog den Gleichungen unter 2)
MP? - NN? — 2R? = NP?,
MQ? - MN? — 2R2 = NQ2**;
andererseits MP* - MN?2 — 2MP . MN cos PMN — NP*
und  MQ? - MN? — 2MQ . MN cos QMN — NQ*;
also auch * = MP.MN. cos PMN,

und 2= MQ . MN . cos QMN.

Die 3 Gleichungen fiir R* unter 2) und 3) enthalten die bekannten Sitze in sich, dass N der
Hohenschnittpunkt von AMPQ ist und dass P und @ die Pole von NQ und NP sind.

[I. Da MNF;G; ein Sehnenviereck ist, so folgt nach dem Ptolemiiischen Lehrsatz

’ o (a2l b e e 3 g el B P R e
FiGy . NN (4 t'_.d.".).v_{f‘ d L__=-_-J‘:(1 ._i).f_'i‘* [E b ¢t

h

denn es ist MF; = Reosf und MGy = R cos e

8J (i

(ae) (be—ad) (2’ d*— b?—c?)

CU LGN 6IG0

i FiGy . MN = (ac) [ac(b®—a*)? - bd (a> —¢?)?] _ (ac) .F,G}

8J (ab) (ad)

folglich F;Gy = MN sin s,

In derselben Weise folgt aus den Sehnenvierecken PA;MC; und QB MD,

ArCy = MP sin (e—pg), BiDi =MQ sin (e-8).

* Man sehe ilber diesen Satz Baltzer, Planimetrie § 14, 22 oder Kunze, Geometrie 7. Aunhang.

*# Baltzer, Planimetrie § 14, 5,
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. In einem Dreieck ABC hat die Verbindungslinie von A mit dem Centrum O des einge-

\hclh Fe __‘L

schriebenen Kreises den Wert AQO — " und die Verbindungslinie von A mit dem Cen-

| \I be {L-----b—( .

| {I.—‘—{-"' ]

trum Oy des der Seite b angeschriebenen Kreises den Wert AQ, = Sind demnaech
My, Mo, My, M, die Centren der dem Sehnenviereck angeschriebenen Kreise, so erhiilt man mittelst
der Formeln unter (6)

AMp— & |[@didl gy a [[@)EhE gy b f@)Ra} pp b @d){e}

Ta-e| _{_a_}" atc| {a } i v | {b) R B I WAL, { b}
o __L'-___'l,l"'('n'd__ {b} A e el s d | (db] lr, , d |/(ad){a}
Ol = a-¢ 'i__'{”ir_}__ » DMy —= a-te | J © : S D= h--d | { a AML= b-d | ll 1 e

Um MM; zu finden, wende ich die Relation unter (16) aunf die Punkte A, M, B, M; an und
erhalte fiir MM; — x die Gleichung:

x* — x*(AM; -} BM; —a*-l-2R*) =R?(AM] - BM})—R*— AM; . BM} — 1? (AM? —BM®)2,
[ e — rAMI. TMMINT]
woraus x*= 4 (AM}-BM;—a®- 2R?) + I (R”— ﬂ!_) [‘) AM; - 2BM; —a®*— (@ M-'--___Hl”' ]
| a”
__a*(a—c) 1h, .,d, Rt _|_1|I (R“—E_Ll-i) f"_{b}_{ {11 :
~ 2(te){ap | (ate)”. ,u
Nun ist R2— '4” M3 — R oos* AGB — (P A0 SL_ =2bed)®
2 s T2
den zweiten Factor unter dem Wurzelzeichen aber kann man schreiben: 7 ,n J;lr--i-:-il{ 5 50 dass
b= 1{ i E i
x?=—Rz L2 .{.‘.a...'_—._"_}_r_}.'.'__}_fi\_] (ab®-ac? - ad®> —a’--2bed)a
T 2 et el ’(1'1‘}‘“

wird. Eine einfache Uberlegung zeigt nun, dass unter allen Umstinden das positive Zeichen
zu nehmen ist, folglich

=t :;_(_'-T:])‘l'}d\l — MM:.

Durch cyklische Vertanschung von a. b, ¢, d gelangt man zu

s 2 b (ab) (ad)
MM: =R ® ‘_:__ I)(’ ,“

MM: =R?-| l:!!{_:.l_iﬂ}[ TI‘J MM: —R2 ! ('H‘M:]-'J.H.ij”j{-l-ljl ‘
(i h-t-d) ()




Man kann diesen Ausdriicken durch Einfihrung der Radien der vier dem Sehnenviereck ange-
schriebenen Kreise noch eine elegantere Gestalt geben. Aus den Formeln unter (8) und (7) ergeben
sich nimlich fiir diese Radien die Werte:

e f_‘s_:f_ pi, bl ) 20 R
"o A TR By T @t e T bFa{dy
also MM:—R?| 21{1-,,..*_:-. MM:=R2£2Rr, . . MM:=R2}2Rr, . -, MM:=R%|2Rr, .

ate 1 | “ate’ b- |d
Ganz entsprechende Formeln ergeben sich fiir die Centren M}, M}, M;, M| der vier dem Sehnen-

viereck eingeschriebenen Kreise mit den Radien ¢, o, ¢, o,:

aw— 2 (@b} gy _ a \[@b){a} gy b \[@){e} oy “““‘f
' u-lf.i {e} L atel Loy h|df fd} $ —-{]\' {d) !
on — ¢ |[@0{a} py ¢ @i} py 4 V@b {a} app— 9 | @d){c},
A a6 {a) ' . &'I-‘-L. ! {1} s dY { h} : ~ b d | {h}
pebidads e ehiiE - 2o ]
@ T lato) feb T pFd) {dy * T @t '.{'u'}"- %= ) {b)
: _ h h h h
MM, =R?_2Rg, .—, 1 —2Ro, . —2Re, .——, MM, =R*—2Rp, .-—.
IM; =R* 2Ry, . s MM, =R*—2Re, ., MM, = R, ros MM, =R*—2Re, . ;g

Man beachte die Ahnlichkeit dieser Formeln mit den entsprechenden am Dreieck, die z. B.
in Baltzers Planimetrie § 14, 4 oder in Kunzes Geometrie, 4. Anhang, zu finden sind.

IV. Den Flichenschwerpunkt S des Sehnenvierecks findet man, indem man die Schwerpunkte
S; und 8 der Dreiecke ABD und BCD verbindet und den Abschnitt dieser Verbindungslinie von &
bis zur Diagonale BD vom andern Endpunkte S; aus auf ihr abtriigt. Aus dem Dreieck AS;Ss er-
giebt sich dann mittelst des Stewart'schen Satzes

ASE 885 4 AS: .88 — 8518 .55, .88 = AS?. 5,5,

oder $(@a0 gl —pn) LR faa BV oiaraah s gty D0 L i e g
)

1’-' -] :I y 3!] 3 qh'z
2312
woraus 9AS® =2a% —bh:—c*| 2d“~v%-4-l-md a9t — Jlail-d
9. 212
analog 9BS*=2b*—c2—d%-}- 23-—4—}%1&—, 3g®— Eiazh
4 3b2c? ISTANEN T, : Labe Je2d?
908? = 2¢?— a2 —a?-+2b? — ‘L“j—" et !11Jb~‘-.—:’tl-—a‘-—h-’—l-?c.‘l—“ﬁ;ﬂlI 3g— “;]f;

also  9(ASE--BS?-CS-|-DS?) = 2(a2-+b2 62+ d%) -+ B (4 ")—4—.11"([.

e
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Um MS zu finden, kann man die Relation unter (16) aof die Punkte A, M, B, § anwenden
und erhiilt auf dieselbe Weise wie unter Nr. lII

[ a2 ASZ_RS2y2T
MS% = L (AS*-BS* —a?*-- 2R?) -I-\r' (Ii‘.” - ;) [2.-\5‘*-1,-531332—:1"'--{i ——Bj J—-J
; : (v, a%\ 16J2(abd-bZ '-Er_l:-;j-?
= 1(AS2 1 BR2—a* L 9R?) - I(l:rf—— i) e SR DU B
s it )-L\'! 4) 9[(ab) (ad)]
1 (AS?-L BS?— g2 9R?) . (8b*Factiad’—a’+2bed) (abdtb%e-f cd?)
L (AR BS*—a®+ 2R?) |- 6(ab) (ad) :
da hier jederzeit das negative Zeichen zun wihlen ist, so wird schliesslich

MS? = Re—j (a2-4-bioto2 -2 209C).
\ I’

Diese Formel verwandelt sich fiir d = 0 in die fiir jedes Dreieck giiltige: MS* = R*—4(a*-h*-c*).

Mittelst des Stewart'schen Satzes ergiebt sich aus A\ ACGy
9AS; = 3(a? d2-£2) — (b2 c24-g%);
bezeichnet man die Schwerpunkte der Dreiecke ABC und ADC mit Sz und Sg, so wird analog
9BS? = 3 (a4 b?-+g?) — (c2-h-d2-H-2), 9CS? = B (b2} c2-H17) — (a4-d?-g?),
IDS = (e dtbe?) — (a4 1);
also  9(AS:-|BS:4-CS!+DS?) = 4(a?+b?-e2--d2+f2-g?).

Da ferner 9AS:=2a%-12d2—g2 OBS:=—2a24-2h —f2, 9CS: =2b%2¢2—g?, 9DS? =2c2-}202—12,
s0 gilt 9(AS?++BS:+CS2+DS?) = 4 (a2-Fb?-+e?-fd2) — 2 (£2-g%)

2

und 3 (AS:-4-BS:--CS!-}-DS:— AS:—BS: —CS:—DS?) = 2(£2+¢2).

Y. Bedeutet J den Schnittpunkt der Lote s, sa, ss, 54 von Ay, By, G, Dy auf die Gegenseiten,
50 gilt zunichst

MJ2 = AR (2D o )
— 4R?—(A,C:-}-B,D*4-F.GY);
durch Einfihrung der Grissen MA; =7; =R*—}a? MB:=y:=R*—1b% MC!=y:=R2—1¢% MD:=
7i=R*—1d* gewinnt der Ausdruck die Form
MI* =ritritri+ri—1(P+g:
oder da ZJA;M = /BPC und ZJBM = ZAQB ist, auch
MP=yidyi—25y cos (a—p) =324y 427274 03 (2R —a—p).

* Kunze, Geometrie. 4, Anhang.
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Der Punkt J hat von Ay, By, C;, Dy die Entfernungen JA;=ys, JBi=ys¢, JCi=y1, JDy=ra,
also von a, b, ¢, d die Entfernungen sy —y1, 8¢—ya, 81—y, Se—ys; da nun £PAJ=/FPCJ=90"—
LBPC und £QBid = ZQDyJ = 90—/ AQB, so wird

Sy—y1=7s 08 (a—f), si—y2=7s c03(2R—a—f), s1—y3=n c0s(e—p), s2—ys=y2 cos(2ZR—a—p);
also  AAJB=Zayy cos(e—f), ABJC=4bys cos(2R—e—p),
ACID=%cpy cos(a—f), AAIJD=1dy cos(2R—a—p).
ab®-|-ac*~ -ad*—a3--2bed d_’h Fhe?d l}{.lE bg’_B'lt‘d

Es ist aber 71 =R cos ACB = ----—----——---—r—------ , analog ¥ 3T ;
afe-f-bie-led?—ed-} 2aed ald-+-h*d-+e2d-d*-2abe (ab) [Il_fn :
e 5 = —F ——; daher ays-f-ep = 1] -= bys-dye,

folglich .\ AJB-- ACJD =1 (h2—a2) cot (e—p), ABICHAAID=14(a2—c?) cot (2R—a—8).

VI. Aus dem Dreieck AA,J folgt

Sl . 2 ) e :
AJi= TR sin(ae—p); analog BJ2= | --yi-+byasin (ed-8),

o T : s = i .
Clf = — | yi+-cr, sin(o—g), DI*= " ry:—dy, sin (e48).

Hieraus folgt

e gl e ; e o e e : at—c¢? : . :

\nj = 8 -I_—- 4 i R" : = 'il}':L a1l | e ﬁ|—— 4 == (lii - ) —[‘;J! :-&lj“\u--—lj':l: - : _ll\l‘]r:s'i Gy ) 811 [ e~ J.i]+

ab) (ad) ., ., s

oder, da ay,-fey,- ! 4}— ist (nach Nr.V),

2—e?2  bE—d?
-

ARGyt

= L(a®+d*—b%?—ec"):

LD

analog BJ*—DJ® =} (a®4-b2—e*—d?).

Ferner  AJ:-1CJ2— ; i

= 2R*-|-(ey,—ay,) sin (e—g8)
(ac)(c*—a?) .
4.1

ay, sin (e—f) | --—' R2— _1_ -+ ¢y, sin (e—g)

und da ey, —ay,=

AJ?4-CJ2=2R14 3% \;l a_hl:lullll d)_o R241(f2—g?):
analog BJ24-DJ? = 2R3 (g*—2); 11
also AJZ=R*4-1(a%+td2—h? +f2—g%), BJ*=R*{ ’I-{:l"'-—l—hz—{1'"'—{!2—i—g'-’—l'i'}
CJ2=R2-4-3 (0702 —a? — 422 r DI =R24-3 (c?-+-d2—a2— b2 4-g2—f2);

AJ?4-CIP—BJ—DJ2=f2—g?, AJ2BJ2}-CJ21DJ2 —4R?,

— -




Verlingert man AJ, BJ, CJ, DJ iiber J linaus um ibre eigene Liinge, so gelangt man zu vier
Punkten A‘Y, BY, C, D/, welche die Hohenschnittpunkte der Dreiecke BCD, CDA, DAB, ABC sind.®
Also ist durch die vorigen Formeln auch die Entfernung jedes Eckpunktes des Sehnenvierecks vom
Hihenschnittpunkt des durch die drei andern Eckpunkte gebildeten Dreiecks gefunden,

Da nach Kunze a.a.0. A‘B‘C‘D‘ ein Schnenviereck ist, welches nicht nur ABCD kongruent
ist, sondern dessen Seiten auch den entsprechenden von ABCD parallel laufen, so sind ABA‘DY,
BCB'CY, CDC'D’ und DAD‘A’ Parallelogramma.  Die Seiten AB’, BCY CDY, DA’ derselben sind
leicht zu berechnen mit Hilfe des Satzes, dass der obere Hihenabschnitt der zur Seite a gehdrigen
Hihe eines Dreiecks gleich a cot e, d.h. doppelt so gross wie die Senkrechte vom Mittelpunkte des
umgeschriebenen Kreises auf a ist. Die erwihnten Seiten sind niimlich die oberen Hohenabschnitte
der zu den Seiten ¢, d, a, b gehirigen Héhen der Dreiecke CDA, DAB, ABC, BCD und demnach

AB‘'=BA'=2y;, BC'=CB'=2y, CD'=DC'=25, DA'=AD'=2p,

VII. AAus AJC folgt unter Anwendung des Stewart’schen Satzes:

.|-.\Iﬁ.f=A.l=.k (sl g A0EC
i h h*
” 21 ¢ . A o abed (ad)
oder JN? | (ad) = L(a*-f @*—b*—c*+ 2 —g?®) be -+ 1 (b?-}e?—a®—d*-£2—g*) ad |- R? (ad) - = = s

l*

R iTCi : Sl ad e T e S
= MN?. (ad) — T (a2-k-b 242 d* —f—g*) — -ﬂ--i 12--h2-p2--d* —f2—a®)

L 1be (aH-d*—g?*) J-Sad l.!'"'. ct—g?)
also, da 1be(a®- d®—g?) -|- $ad (b*-|-c?—g*) =0 ist,

JIN2 = MN? —} (a2--b? }-e2- 42— — g?) = MN?—F, i

In #lmlicher Weise folgt aus den Dreiecken BJP und BJQ
JP2=MP*—A . C;, JQ*=MQ>*—B, D3.
Mit Beriicksichtigung der Resultate unter Nr. I1 ergiebt sich
JN=MN .cose, JP=MP cos(e—g), JQ= MQ . cos CER—a—p);
JN=FGy . cot s, JP=A;C; . cot (a—8), JQ=B.D; . cot (ZR—a—§).

VIII. Der Schnittpunkt K der drei Verbindungslinien A;Cy, ByD1, FiGy der Mitten der Seiten
und der Diagonalen des Sehnenvierecks, der zugleich den Eckenschwerpunkt desselben bildet, halbiert
die Entfernung ‘.'.\1.'i<|-.Eu~.1| M und J:* also wird

=1 (2AM2H-2A 02 —MJ?) = A5 (322} 3d2—Db%— |- 32—

o
analog BEK?2 = 1. (3a*

Pt (2 8g—12).

CK2 = 4(3 “’-i 3et—af—d*4-3f2—g7),
DR*? =1 (3c2+-3d% —a*—b24- 3¢ —12);
AR*-|-BK*- H'"’-'--I)I\" =1 (a?-|-b2-e L d2 -2 g2).
| |

# Kunze, a.a. 0,
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Aus AMNJ folgt weiter

n : pETE : s 4 aie, kabed e s L shid
KN2— 1.._g.m'—'--l-ﬂmﬁ—,n»f-’):1(Alu;-;--l:.,n;_l‘lv:};---- 5 ) - e 3 3g2—a?—br—o— 2 — ).

Da nach einem Satze von Hoppe® aber der Flichenschwerpunkt, der Eckenschwerpunkt und
der Diagonalensehnittpunkt jedes Vierecks in genannter Reihenfolge auf einer Geraden liegen, deren
so begrenzte Abschnitte sich wie 1:3 verhalten, erhilt man

SK = {NK, SN =4KN,
und aus AMSJ folgt: 28J2428M2—JM* = 48K? = § KN,
also SJ2P=R?— L (:L"'--_- 2betdr 31213 g*—li—;}ﬂi?,::d)

IX. Die Werte fiir AyC; und ByD; unter (14) nehmen durch Einsetzen der Werte von fund g

die Form an
A O ab*c-+-2a2b2d--2b%2d-F 6ab? ed?- 2a® hd *-2be®d *-F acd* —betd - 2a*he*d—athd
ST 4 (ab) (ad) y

GaZbe?d-+2ac®® ¢ 2ab%ed | betd—ab*e-} 2abed®— acd®

a*hd +2a%ed® - 2a%bhed
4(ab) (ad)

BD: =2

Mit Hiilfe derselben gewinnen die unter Nr. I angegebenen Formeln fir NP* und NQ* die Gestalt:

4b2d2 . B,D? 4a%?.A,C

T E S NG = - e
A (h*—d?)* (a*—c®)*
o 91 : : 2ac :
oder NP=-—= d = . Bily NQ=— = = A1Cy
b*—d* e 27

3:‘1!.:-1[ = ;'\1 (_!1 = };1 .DL

e —— gin PNQ.
(a®—c*) (b*—d*) G

Folglich ANPQ = 4NP.NQ.sinPNQ =
Um sin PNQ zu finden, berechne ich ANPQ noch auf andere Weise. Es ist nimlich 2PDQ =
od.J ilu]}\:-

T () folglich, unter Anwendung des Symboles (P—{m) fiir das Lot von
(& —e~ ) (D —a” : = -

3DP.DQ .sinf =

. : 5 hiotd . = | 2edd (ah)
einem Punkte P auf eine Gerade m, (D—e)

g (o — 2 (hE—a5)

: : L 2abed ** : cdg Lo S -
von e mit ¢ bedeutet, NN = - und DN* ist, so folat aus DN : NN'= (D le): (N |e)

‘ l]t\;l]l—-l'f“ ab—ued i ; )
4 ; 4abedl ' 4 . Dabed.d A = .
(N-le)= —5—=5—=35¢, folglich ANPQ= —5"5=5—.. Durch Vergleichung dieses Wertes mit

“ Talat—of)(b—d?) 5 (a*—c?) (b*—a?) :
dem obigen erbilt man J

St v B

#* Grunerts Archiv, 1I. Reihe 4. Theil 8. 330,
##=  Dostor a.n. O,

Da nun, wenn N den Sehnittpunkt

=i




P

Nun ist aber offenbar J = A;C; . BiDy . gin (A1Cy, BiDy ). also
sin PNQ = sin (_:'\L(..r'[ c By,
L’.'_'._lrc‘:l i 2:1Irt-:]

wobei zu hemerken ist, dass ZPNQ stets stumpf ist, da NPEHNQ? =t -}t e
1 1"

also NP24-NQ2<e? ist.
Weiter hat man fiix den spitzen Winkel zwischen A€y und ByDy

KA+ KB: A B g

S5l 2KA, . KBy  4A,C, . BDy

oder wenn man far g*—{* den Wert aus (1) einsetzt und A:Ci und ByDy mach Nr. II durch
MP und MQ ausdriiekt.

: {ah)(ad)(ac) R?
131!:*;3.;!'\.51 = — JASC ) ;

1607 MP. MQ — Mp. Mg - “os PMQ, (Nr.T)

Demnach £PMQ = ZA:KB;. Endlich ist ZPJQ = /A KDy, da die Schenkel auf einander senk-

recht stehen. Also hat man
LA KB, = /PMQ =2R— /PNQ = 2R — £PJQ;
analog findet man
LA KG) = /PMN = /PON=/PJN und £BiKG; =/QMN=/NPQ = 2R—/NJQ.

Ein Teil dieser Geichungen folgt auch aus dem Satze, dass N der Hohenschnittpunkt des
Dreiecks MPQ ist.

Nach dem Vorigen ist nun PNJQ ein Sehnenviereck, weshalb die Gleichung gilt

NQ.JP=NP.JQ 4 NJ. PQ.

Nach dem Vorigen ist ferner
Siio Slie e e RS S [l (ad) AT SNSE
A1Cy . BiDy  2sin(e—g) . sin (e+f)  8J(a*—c?) (b*—d?)

_ (ab)(ad).e  (ab) (ad) (ac)e  R%e

16J . 11G,  82J°.MN  2MN’

o

APMQ = 4MP . MQ

folglich (M—le)= _:.f',\.

von AMPQ und N der Pol von PQ ist.

oder MN.(M—|e)=R? was auch daraus folgt, dass N der Hihenschnittpunkt

Nach (2) und (15) ist

e = T ) G4 8 ; N T
| v e ae(hi—d2)2 -bd(a®—c?)? (ab) (ad) \[" = ¢ ; : :
e=|(ab)(ad). =m—t -t 2L . A e b2 el di— gt =
. : (ai—ct (h—d=) (a®—c®) (b*—d?) | =
4ahed.] 2abed. ahed

folglich (N—e):- (nach Nr. 1)

e(aZ—ch)(h? a2 Fy Gy (ab) (ad) — b2 MN ©




oder MN.(N-e): “:'f,'" AN.CN = BN .DN.
. %)
D MN. PN, QN die oberen Héahenabschnitte des Dreiecks MPQ sind, so gilt avweh die Gleichung
2R2¢
MN . PQ -+ MQ.PN -+ MP. ON =4 AMPQ = '-'"IL\] ;

X. Da PA; MC, ein Selmenviereck ist, ist /PACy = APMCy; mithin, da PJ_LA;Cy, auch
£AP] = /ZMPD und FAPM = ZJPD. Nun seien Hy, Ha, Ha, I, die Hohenschnittpunkte der Dreiecke
APD, BPC, COD, AQB, die hekanntlich bei jedem Viereck in gerader Linie liegen. Dann wird

cos JPH; = cos JPA | cos APH; — sin JPA . sin APH,
cos MPD . sin ¢ — sin MPD . cos «
BGiaD
- NP P ST NP
16 J2(b*c + ed® - 2abd) — (b*—d?) (a® -+ A2—b*—¢?) (a%e +bPe-}-ed*— f"-!—‘dahf_i}
: - 16J(ad)(¥*—d%) . MP
24 l:lh_ll:ul: 4 b|{ab)]* + |1|ll".'El']__'|2 = h:\d"’ 1"]2
8J (b*—d?*) . MP

. 008 €

2d (ab)(ad) — 2b(ab)(ad) cos(e+tf)

8J(h*—d*) MP

{ab)(ad)|d— _:J 03 I,_(c-_i_ _ﬁ___ll

4.-.1.l\|'=:"—t1"' ). MP
d—h cos(e+48)

20, G4
also JH; =JP*+PH; —2JP . PH, . cos JFH,
MP? cos® (@—f) -1 d° cot® (e—f) — d*cot*(e—g) [d—Db cos (a§)]
= A, G} cot*(e—f) - bd cos (e ) . cot? (e—gf)

md  JH; = r-.uu_n--ﬁ'a'll." A,Ci4 bd cos(e+p) = FiGy . cot (e—p) = JHs.

Angenommen nun, J lige anf HiHs. =0 kinnte es nur die Mitte von HyHas sein, denn Cy.J ist
nicht nur parallel zun DH; und CHs, sondern auch gleich weit von beiden entfernt; JP miisste dann
die Schwerpunktstransversale von A H; PHa sein; in der That ist nun auch

2PH:-2PHI—H H: —4JP?
oder PH;--PH:=2JH;-{ 2JP?
oder d* cot? (ce—g) 4 h® cot® (e—pf) - 2F,G3 cot? (a—p) + 2 MP? cot? (cc- )
older b*-d* = 2F, G4 2MP? sin? (a—f)

2K, Gi+2A,C7 gemilss den Formeln unter (15);
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daher liegt J mit Hy, Ha, Hi, Hy in gerader Linie und in analoger Weise auch mit den Hohen-
schnittpunkten HY, Hj, H, H, der Dreiecke AND, BNC, ACQ, BDQ sowie mit den Hohenschnitt-
punkten HY, HY, HY, H{ der Dreiecke ANB, CND, BDP, ACP, denn J hat fiir die Vierecke ACBD
und ACDB dieselbe Bedentung wie fiir ABCD. Fiir die Entfernungen dieser Hihensehnittpunkte von J
gelten also die Werte

JH; = JHy = F1 Gy cot(e—pg), JHy = JHs= Fi1G; cot (2R—ea—p).

JH, = JH, = A0 cote, JH, = JH, = A1Cy cot (ZR—a—f),
JH] = JH; = By cots, JH, = JH = By D1 cot (e—p).

Die erwihnten Héhenschnittpunkte bilden drei Parallelogramme H, HTH, HY, H{HYH,H; und
H H,H H,, deren Seiten einfache Werte besitzen; es wird

H,H? = DH, 4 DH’ = AP cot - BP cot BDC = a . cot (a—g) = H,H.

analog H H)=HH;=¢.cot(e—p); HH,=H.H,=gcote; H'H;=HTH, =fcote; HH,=HH, =
d cot (2R—e—g); H,H, = H H, = bcot (2R—a—f).

Mittelst des Sinussatzes ergiebt sich weiterhin

sin H\H,H;, = TH
Nun ist aber sin (JP, CH}) = sin (g, A,C,), da die Schenkel der Winkel senkrecht auf einander

stehen, und es wird ebenfalls

: ; J

sin (g, A,G;) = sin (PA,C, —ABD) = =
¢ g.A,G
folglich muss H{H), mit JP zusammenfallen, da das eine Schenkelpaar der Winkel (JP, CHY) und
H,H,H, zusammenfillt und das andere durch denselben Punkt P geht. Demnach liegen in
gerader Linie:

H, H, H,, H, J, P,
und analog H,, Ha, Hs, Hy, J, N,
HLeH,, BT 0

XI. 1) Die Lote (D-Ib), (A-le), (B—-d), (C—la) migen sich der Reihe nach in Ly, La, La, Ly
schneiden, ebenso die Lote (A—|b), (B-l¢), (C-1d), (D-1a) in L], L}, L,, L;. Da AL,A'L,, BL,BL,,
CL,C'L, und DL, D'L, Parallelogramme sind, so liegen L, u.L|, L, uw. L}, L, u. Li, L, w. Li; mit J
in gerader Linie und es sind demnach auwch L,L,L:L,, L L. L:L;, L,L LIL,, L L L.L;, L L LL,

und L.L,LL; Parallelogramme u.s.w. n.s.w. L, LaLsLg aber und L L. 15 1, sind zwei kongruente
s Ll bt - 1 1 2 3 & (=]

. & = : : GOS8 1 ]
Sehnenvierecke mit denselben Winkeln wie ABCD. Da ALs=a.- = 4 und (L, —le)=d eos §.cotee, 50 wird
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; COS @
Lils = dsing —decosf cote —a — kY
sin
I‘ﬂ“
analog  TLals = +acosecotf—Db - 'ﬂ =ihis
sin « J
08 u /

LaLli=Dbsing— beosf cote -+ ¢ ——

ging
cosf__

Laly = csine - ¢cose cotf - d
‘-ITl [d

multipliziert man a‘’ mit ¢ und ¢’ mit a und addierf, so ergiebt sich

2J — (ab) cos p cot &« = a‘c -+ ac’

oder 2J— a‘e — ac’= (ab) cos § cot e, T
analog wird 2J—b'd — bd’ = —(ad) cos « cot 8,
: 2J—a‘c—ar’
folglich VdF bl — 2] =1 oder a‘ctac’+b'd+hd'=4J.
5 3 8 R -
2) Da AL, —dsinf—dcosg cote = oo (:.I—M
=,
and AL = asinf4-acosp cote = ??_‘_‘_Uff;f(‘_—ﬁ)
S10 ¢
und ZL ALY = Ze ist, so wird
L L __ d*cos?(2R—a—f) 4 a*cos?(e—f) — 2ad cos(e—f) cos (2R— x—pB) cos
R T LI R R finfe — e J
:2r1"’ cos® (2R —a—§) 4- 2a% cos? (e — ﬁ) 4ATE ]
sin’e
T ‘L":’_‘O'- (@—p) + b? cos®* (2R—e—f) — 2ab cos (¢ —f) cos (2R—a—f) cos §
e hlllzﬁ
2a”cos? (@—f) - 2b* cos* (2R—a—p) :
Amestailal) 1-ab ron 2R oA ) s
sin’ 1}
LI — b?cos® (2R —a—B) 4 c? cos® («—p) + 2be €08 (c—g) cos (2R—a—f) cos «
e sin® e e e A T
__ 2b? cos’ (ER—e—p) 4 2¢* cos® (e—p) Y
= 2 e TSt B ol £
'-Hl o
1, fis __-_rn_cn'«——l‘fn--;— d* cos® (2ZR—a—p) + 2ed cos (e—f) cos (2R—a—p) cos f
e T ‘-l]J“r-f b AV ST i EE
:2r-24-n.~s“['_i,c ) +2d*cos* @R—a—p) ADJ2
sin®
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dad cos (e—p) cos (2R—a—f) cos «

also 4AJ*—L LY = — i
sin® e

Lo dgy— 2hecoslo i) QNG R e i) cose,
uina g sin® e L
daher -Lj_jL_J?___T‘LI_“_'i o 1':_'1[_1
o T =46 be
(e) L,L?.be4L,L}.ad=4AJ2. be+ 4CJ%. ad
=4R*. (ad) — be (b*--c¢*—1*) — ad (a*+-d* —f2)
— 4R? . (ad) — 4F,G? . (ad).

oder

Andrerseits wird
_4(ad) cos (@—pg) cos (2R—e—p) cos e

(4A2—L, L)+ (L,L}—4CJ2) = o~

sin®
oder da 4AJ*—4CJ* = 4(ad) cos e ist,
4(ad) cos

Flo=lnlic = e e [sin® & — cos(a—g) cos(2R—a—p)]

']

4(ad) cos e A
— (ad) cos . cos?p,

sin®e

Durch Elimination von LI aus dieser Gleichung und aus (e) folgt

A o]
LI —d(R—F.ay 20000 00u 8,

sin® e
Fol e ] 4ab cos g cos®e
analog L,L} =4(R*—F,G?) +—= Al
L sin=f
s iy : S 4be cos e cos?
L, Lt —4@-F G2~ dsdcosif,
sin®ee

ded cosf cos? e

[t ook 2R L Stk Lo
L,L2 = 4(R*—F,G?) s

Fiir die Verbindungslinie von J mit dem Fusspunkt X von (A-Ib) gilt einerseits

. ; : . b4 BJ2—CJ?
JA*=BJ*+ a%cos?f—2 ' =
JR*= BJ* - a*cos*f— 2BJ . acos § b Bl

XIL

. COS o T
— BJA : g [ab cos 8—b®— L(a?—c?-}g2—12)]
: il

__przy acosf[bla’—ab®—ac?—ad®—2bed) a®—e? ., ., .

= BJ* » [ S o) =iy (h*}-b2*—d J]

g T e
; 2(ab) ; 2(ab)(ad)

= BJ® —acosf . g cosCBD;




andrerseits

b24-CJ2—BJ*

:]-12 — {"lzl 1'2 t'rIHQ_'\CB EFJ . f{".ﬂh' LJL'CB —“—2-]] : L‘J
ac*4-ad*—ab*—a® | (a’—c?) (a*d--b*d{ c*d—d*{-2abe)

i |
= Ot coal 5 o tTerd—d™-2
= eni ACB[ 2(ah) i 2(ab)(ad) ]

— CJ24-feos ACB. ¢cos a;
also durch Addition
2JX2—2R*-L1(h®—d?)+fcosACB . ¢ cos e —acos f . g cos CBD

(ac) (a?—e?)?

— 2R?-L }(h?—d2)— _ 3 (b2—a?)

2(ab)(ad)
(a?— ¢2)?
-__"2 2_.:...__ R
B 2h?
1| 2 2h2
endlich JX = II' R2— (:l ‘_?}Il—) !

Nun ist J sowohl von den Fusspunkten von (A-Ib) und (D-{b) als von (B-1d) und (C—d)
gleich weit entfernt. Da aber die rechte Seite der vorigen Gleichung durch Vertauschung von a
mit ¢ und b mit d ungeindert bleibt, ist J von allen Fusspunkten gleich weit entfernt.

Analog hat J von den Fusspunkten der Lote (A-le), (D-la), (B-e), (C-a) die Entfernung

e {b3—d*\*

In gleicher Weise sind fiir das Viereck ACDB (oder ACBD) die Fusspunkte der Lote (A-lg),
(B-1), (C-lg), (D-f) von J gleich weit entfernt. Schreibt man den Wert fiir JX in der Form
; a*—c? sin (¢4-f)
B ST i S
zu vertauschen und erhiilt so fir jene Entfernungen den Wert |R2— 1h?.

Vs . : .. : : \
IR2— , 850 braucht man in Bezug auf das Viereck ACDB nur sin(etg) und sin &




-B'

“Iiy







TiFFEN Gray Scale




	[Seite]
	Seite 2
	Seite 3
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12
	Seite 13
	Seite 14
	Seite 15
	Seite 16
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]

