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Analytische Untersuchung einer Gruppe verwandter
Umbhiillungslinien.

I. Teil.

D[ru nachfolgenden Untersuchungen liegt eine Frage zu Grunde, welche sowohl
in einzelnen Lehrbiichern der Differential- und Integralrechnung, als anch in den bekann-
teren Sammlungen von Aufgaben aus diesem Gebiete der hiéheren Mathematik gestellt ist,
eine eingehende und umfassende Beantwortung aber meines Wissens bis jetzt nicht gefun-
den hat, die Frage niimlich nach der Beschaffenheit der Umhiillungslinie eines Kreises von
variablem Radius, dessen Mittelpunkt sich auf einer gegebenen Kurve bewegt, withrend
seine Peripherie fortwihrend durch einen und denselben gegebenen festen Punkt geht.
(Yergl. u. a. Sammlung von Aufgaben und Lehrsiitzen aus der analytischen Geometrie,
von Ludwig, * Immanuel Magnus, 5. 445 u, £, L. A. Lohnke's Sammlung von Aufgaben
aus der Differential- und Integralrechnung, herausgegeben von Dr. H. Amstein, 5. 212).
Uber die Lage des festen Punktes sur gegebenen leitenden Kurve, sowie iiber diese selbst
werden nithere Angaben in jenenWerken nicht gemacht; indes bezichen sich die wenigen
Resultate, die an den betreffenden Stellen mitgeteilt werden, nur auf ebene Kurven, in

deren Ebeéne jeweils auch der feste Punkt liegt. Diese Annahme ist vorliufiz auch hier

gemacht worden. Spiter sollen jedoch noch Kurven doppelter Kriimmung als leitende
Kurven und statt des bewegten Kreises eine ebensolehe Kugel; deren Oberfliiche bestiindig
durch den festen Punkt geht, in Betracht gezogen werden.
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Was die Arbeiten Anderer betrifft, die sich aulser mir schon frither mit der vor-

genannten Frage beschiiftigt haben, so beschrinken sich dieselben, so weit sie mir bekannt
geworden sind, durchwee auf die Entwicklung der Gleichung, welche der Umbhiillungslinie
tiir einzelne Hibt!;f.i(}l]l,’ und im alleemeinen die einfachsten Formen der leitenden Kurve
(Kreis, Ellipse logarithmische Spirale) entsprechen, keine aber beschiftige sich mit einer
niheren Untersuchung der Umhiillungslinie selbst, keine enthilt eine allgemeinere Formel
fir Kurven gleicher Art (gleichen Grades), aus welcher alle besonderen Fille abgeleitet
werden kiimnten, auch giebt keine ein besonderes Verfahren an, wie die Umhiillungslinie
nnd die wichfigsten zu ihr in Beziehung stehenden Linien kenstruiert werden. Diese Liicken
suchte die vorliegende Arbeit auszufiillen, doch erhebt sie keineswegs den Anspruch auf
Vollstiindigkeit. Wer auch nur fliichtie erwiigt, wie mannigfalti die Gestalten der lei-
tenden Kurve, wie verschiedenartig ihre Beziehungen zu dem festen Punkte sein kinnen




und wie reichhaltig demgemiils das Material ist, das obige Frage der Forschung und
praktischen Grestaltung darbietet, wird leicht beurteilen kinnen, wie schwierig es ist, ab-

solute Vollstindigkeit zu erzielen. VYon den einfacheren Formen zu den ecomplizierteren
fortschreitend sind zuerst die Kurven vom zweiten Grade, dann selche dritten und héheren
Grades, als Bahnen fiir den Mittelpunkt des bewegten Kreises gewiihlt und die Umbhil-
lungslinie fiir jede Form der leitenden Linie im allgemeinen in drei verschiedenen Gestalten
(entsprechend drei verschiedeneu Lagen des festen Punktes zu der leitenden Linie) kon-
struiert und untersucht worden. Gerade anf die Konstruktionen, auf die Darstellung des
einem analytischen Ausdrucke entsprechenden geometrischen Gebildes, anf die Wechselbezie-
hung zwischen analytischer Formel und geometrischer Form ist besonderes Gewicht gelegt

worden. Nicht selten wird dieser Punkt bei dhnlichen Arbeiten und auch in den

enigen

Werken, welehe recht eigentlich den Zweck verfolzen, das Wesen des analytisehen Kal-
kiils an konkveten Fillen klar zu legen, wenig beriicksichtigt oder ganz aulser acht ge-
lassen. Und docht triigt das sinnfillige Bild bei denjenigen, welche sich mit analytischen
T_:“[s_n]'.»-.u[:]]u]]g'vn vertraut machen wollen und noch nicht imstande Finl]? das g(r"ﬂnt"i'l"trit']ll!
_";.Ljuil.'rLluu-. irgend eines bestimmten analytischen Ausdruckes im Geiste zu erschauen, nicht
wenig zum vollen Verstiindnis des durch blofse Rechnung gefundenen Resultates bei, und
wie etwa der Physiker, der durch blofse Reflexionen eine neue Wahrheit gefunden hat,
mit froher Genugthuung erfiillt wird, wenn er durch das Experiment die Richtigkeit seiner
Schliisse bestiitigt sieht, so iiberzeugt sich auch der jiingere Analytiker gern durch sinn-
liche Wahrnehmungen, durch Konstruktionen oder Messungen von der Richtigkeit der ana-
Iytischen Ergebnisse, selbst wenn der theoretische Beweis fiir die aufgestellten Behaup-
tungen hinreichend klar ist und bei dem Einsichtsvolleren jeden Zweifel ausschlielst. Solche
praktische Proben, die Hand und Auge iiben, sind yon nicht geringem Werthe, sie machen
mit dem Gegenstande niiher vertraut, regen hilufig zu niheren Untersuchungen an und
eroffnen nicht selten neue Gesichtspunkte, die noch andere, bis dahin unerforschte Seiten
desselben hervortreten lassen. Gleichwie pute Illustrationen eines fremden Gegenstandes
das Interesse fiir denselben wecken und die richtige Auffassung desselben erleichtern, so
verhelfen auch auf dem Gebiete der Mathematik ausfiihrliche Zeichnungen zu einer klareren
Vorstellung iiber Wesen und Umfang einer gegebenen Frage, und wenn sie auch iiber den
inneren Gehalt derselben keinen Aufschluls geben und wenn namentlich der analysierende
Verstand keiner Zeichnungen und Figuren bedarf, um die Richtigkeit seiner Deduktionen
su priifen, so sind sie doch zur Verbreitung aufgefundener Wahrheiten auf dem Wege
schriftlicher Mitteilung von wesentlichem Einfluls.

Die Resultate sind durchweg nur in allgemeinen Zahlengrofsen angegeben worden,
da Rechnungen in speziellen Zahlen, wie sie gelegentlich in &hnlichen Abhandlungen aus-
gefiihrt werden, namentlich wenn sie sich auf feststehende Formeln griinden, keinen be-
sondern Wert haben,

Der Zweck vorliegender Abhandlung bestand darin, denjenigen, welche die erforder-
lichen Kenntnisse in der niederen Analysis, sowie in der Differential- und Integralrechnung
besitzen, an einem interessanten Beispiele, das eine grofse Anzahl spezieller Fille in sich
sehliefst, die Anwendung dieser hoheren Rechnungsarten auf die Untersuchung von Kurven,

Pliichen und Korpern zu zeigen und die wesentlichsten Punkte, die bei solchen Unter-
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suchungen in Betracht kommen, im Zusammenhange vorzufiihren. Darum sind auch diesem
ersten Teile an verschiedenen Stellen Erliuterungen hinzugefiigt worden, die demjenigen,
welcher mit analytischen Untersuchungen schon vertraut ist, als eine iiberfliissige Beigabe
erscheinen werden, die aber mit Riicksicht auf den angedeuteten Zweck ihre Berechtigung
haben diirften,

Wegen des eingeschriinkten Raumes konnten die siimtlichen Untersuchungen
nicht auf einmal veriffentlicht werden, und selbst die wrspriingliche Absicht, wenigstens
diejenigen Iille im Zusammenhange zur Darstellung zu bringen, in denen die leitende
Kurve eine Linie zweiter Ordnung ist, konnte nicht ansgefithrt werden, Der vorliegende
erste Teil beschriinkt sich daher auf die Entwicklung der allgemeinen Gleichung der Um-
hiillungslinie, giebt dann im einzelnen die Gleichungen derselben an, wenn die leitende
Kurve vom zweiten Grade ist, und beschiiftigt sich endlich genauer mit dem Falle, in
welchem diese Kurve ein Kreis ist,

Die Umbhiillungslinien im allgemeinen.

Die Umhiillungslinien oder ]'}]]\'l‘.!{]}li]{‘[l gind Linien. ‘.\'(‘.lf:h(‘.l wie ihre Namen andeu-
ten wollen, andere Linien umgeben; doch ist der gewdhnliche Begriff von ,umhiillen® nur
unter bestimmten Voraussetzungen, beziehungsweise Einschrinkungen auf diese Linien zu
iibertragen. Hinerseits umhiillen sie nicht eine einzige andere Linie, sondern ein ganzes
System von Linien, deren Gestalt, Grifse und gegenseitige Lage im einzelnen Falle durch
ein besonderes Gesetz bestimmt wird; anderseits findet nicht immer eime wirkliche Um-
hiillung des Systems statt, sondern in manchen Fiilllen nur eine einseitige Begrinzung des-
selben; denn zn den Umbhiillungslinien gehoren nicht blos geschlossene Kurven, sondern

auch nichtgeschlossene und selbat die Gerade.

Sehr einfach und kurz ist die Definition, welche Ch. Sturm in seinem hekannten
Werke ,Cours d'analyse ete.® von den Umbhiillungslinien giebt; er sapt niimlich: ,Quand
une courbe se meut sur un plan, en changeant de forme suivant une loi déterminée, en
général elle touche constamment une courbe fixe qu'on nomme son enveloppe. On peut
supposer,* fiigt er dann zur niheren Erliuterung hinzu, ,que la eourbe mobile est repré-
sentée par une équation (1) F(x,y,¢) = 0, dans laquelle ¢ est un paramétre que l'on fait
varier dune maniére continue. Si l'on donne & ce paramétre deux valeurs sucecessives e
et ¢+ /\ ¢, les courbes représentées par les équations F' (x, y, ¢) =0, F(x,y,¢+ Ae)=0,
se couperont en un point (x,y), pour lequel on aura F(x,y,e + A¢) Fix,y,¢) =10
F(x,y, ¢+ ,’\ e} —Wix, v, 6) oy

e
données du point (x,y) qui ne cessent pas de satisfaire aux équations (1) et (2) vérifieront,

; 143, . : d IY : : : 24
4 la limite. les éguations (3) F(x,v,e) =10, —— =10, On obtiendra done le point limite
¥ ]. X 1 J "i ¢ E

et par suite (2) iy ¢ diminue indéfiniment, les coor-

M de l'intersection de la courbe (1) et de la courbe infiniment voisine, en resolvant les




(]

équations (3). Si maintenant on élimine ¢ entre ces equations, on aura le lieu des points
M, c’est-i-dire lie lieu des infersections successives des courbes représentees
par l'équation (1).*

Der Beweis fiir die Behauptung, dals der (geometrisehe) Ort der Punkte M die Um-
hitllungslinie des Kurvensystems M sei, ist recht klar, dagegen leidet die vorstehende Hr-
klirung selbst an zwei Ungenauigkeiten. Einmal werden sich die Kurven, die dureh die
(Hleichung (1) dargestellt werden, nicht immer sehneiden; und anderseits ist auch die Eli-
mination des Parameters ¢ nicht immer miglich. Richtiger entwickelt daher Sohnke in
seiner Sammlung von Aufgaben aus der Differential- und Integralrechnung (bearbeitet yon
Dr. H. Amstein) den Begriff der Umhiillungslinien, indem er sagt: ,Wird in der Gleichung
einer ebenen Kurve U=1{ (x,y, o) =0 der Parameter o variabel gedacht, so entspricht
dieser Gleichung eine ganze Schaar von Kurven. Zwei Kurven der Schaar, welche be-
nachbarten Werten von o entsprechen, werden sich im allgemeinen schneiden, IFir die

Schnittpunkte bestehen gleichzeitig die Gleichungen U =10, — =1, Die Elimination von
2 = g L #

o aus diesen (leichungen, sofern dieselbe maglich ist, ergiebt eine Relation zwischen x
und y, F(x,y) = 0, welche unabhiingig von dem speziellen Werte von o ist und somit
die Gleichung derjenigen Kurve darstellt, in welcher simmtliche Sehnittpunkte benachbarter
Kurven der Schaar liegen. Diese Kurve F (x,y) =0 wird die einhiillende Kurve oder
Enveloppe, die Kurvenschaar U = 0 dagegen die eingehiillte (envoloppée) genannt.®
Offenbar ist diese Definition korrekter als die von Sfturm, aber es hitte fiir
die Gleichung U der veriinderlichen Kurve eine allgemeinere Form gewihlt werden
kénnen, denn es werden meistens zwei verinderliche Pax

ameter in derselben enthalten sein;
wenn diese auch durch eine besondere Relation unter sich verbunden sind und der eine
durch den anderen ersetzt werden kann, so wird in manchen Fiillen eine solche Substitu-
tion doch recht schwierig, in anderen gar nicht ausfiihrbar sein. Wihlt man also fiir die
Gleichung der ebenen Kurve die Form f(x,y, 2 () = 0, in welcher « und [ variabel sind,
so wird die Umhiillungslinie bestimmt durch die beiden Gleichungen f(x, y, & [) =0 und
(X, ¥, % )

o
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— (). Ist es aber moglich, aus diesen Gleichungen in Verbindung mit der

Relation (2, f)=0 die Grifsen 2 und { zu eliminieren, so ergiebt sich eine einzige Glei-
chung zwischen x und y, welche die Umbhiillungslinie darstells. Entstehung und Wesen
der Umbhiillungslinien diirfte hiermit hinreichend klar sein; sie entstehen bei der Bewegung
einer anderen Kurve, wenn die unmittelbar benachbarten Lagen, welche die bewegte Kurve
nach und nach einnimmt, sich schneiden, und die Umbiillungslinie selbst ist nichts anderes
als der planimetrische, resp. geometrische Ort der Schnittpunkte, in welchen sich je mvei
benachbarte Individuen der sesamten Kurvenschaar treffen.

A) Gleichung 'der Umbhiillungslinie fiir den allgemeinen Fall, dafs die gegebene Kurve
¢, auf welcher sich der Mittelpunkt des verinderlichen Kreises bewegt, eine Kurve zweiter
Ordnung ist.

Jede Kurve zweiter Ordnung wird dargestellt durch die allgemeine Gleichung zweiten
Grades:
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Die Zahl der Kurven, welche diese Gleichung in sich begreift, ist indes eine sehr
(= L ?
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beschriinkte; die Form derselben ist bedingt durch die Werte der Koeffizienten a, b,. . f
und deren Bezichungen zu einander. Diese Werte kinnen bald positiv, bald negafiv, hald
gleich Null sein. Im Falle a, b, ¢ gleichzeitiz gleich Null, die anderen Koeffizienten aber
wenigatens zum Teil von Null verschieden sind, ist auch die Gerade in obiger Gleichung
enthalten. Von diesem Talle abgesehen, wiirde die Gleichung, wenn man noch den Aus-

abd|
drueck acf— ac*— ed*—fbh? - 2bed = |bee| kurz mit [\ bezeichnet, folgende
|dedf
Fille mmfassen:
Bedeutung. Bedingungen,
."-'\
1) Ohne geometrische it R A B _L i
jedentung ae — 0, af—d* =0
ac— R0, ef—e* >0
2) Hin Punkt, Wenmn ac —

3) Eine doppelte Gerade, , ac-— =0, af —d*=10.

4) Ywel parallele Geraden, , ac— = 0, af—d? ="
ae—| 0, ef— e <0,
5) #wei sich schneidende
Greraden gt e —b2< 00 A=,
A
6) Eine Ellipse , e —Dbr [0, ¢
(hez. einen Kreis)
7) Eine Parabel LR el —— (N =i
8) Eine Hyperbel o ae—hbt" 0 0,

s sind mithin nur vier eigentliche Linien zweiter Ordnung in der allgemeinen
Gileichunz zweiten Grades enthalten, nimlich der Kreis, die E]li]‘:.“-t‘. die. Parabel
und die Hyperbel, welhe meistens mit dem Namen Kegelschnitte bezeichnet werden,
weil  sie zuerst in den Durchschnittsebenen eines Kreiskegels (schon von den Alten)
erkannt wurden. Diese vier Kurven aber, die bei den folgenden Untersuchungen zu-
niichst in Betracht gezogen sind, lassen sich durch eine einfachere Gleichung aus-
nnkt eines Parallel-
renden  Diameter als Abscissenaxe und

dritcken.  Withlt man nimlich einen Kurvenpunkt zum Anfangs

koordinatensystems, den durch den Punkt g

die durch ihn an die Kurve geleote Tangente als Ordinatenaxe, so stellt bekanntlich die
Gleichung: y* = 2mx - nx? cine Ellipse, Parabel oder Hyperhel dar, je nachdem n<Z0,
1 0 oder n =0 ist. Um aber die Gleichung der Umhiillungslinie in moglichst einfacher
Gestalt zu erhalten, ist es am zwechmiilsigsten, die Hauptaxe der Kurven, d. h. diejenige

Axe, welche die Brennpunkte enthilt, zur X-axe zu nehmen, so dalz der Koordinaten-
winkel ein Rechter wird, Dann ist der Parameter 2m der Hauptaxe, die gleich 2a sein
: ) : . ; p i h? : : ; i
Mg, withrend die Nebenaxe ,‘,:'IL']J’-h 2 b 1st, ,'.'.']l.'lf‘h 23 3 d. h, 2m 18l dic durch einen

# a
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Brennpunkt gehende, zur Hauptaxe senkrechte Sehne; n aber ist gleich —=—.  Indes
. g

empfiehlt es sich im vorliegenden Falle, statt dieses Koordinatensystems ein anderes zu
withlen, dessen Axen denen des ersteren parallel sind, und dessen Antangspunkt der Punkt
P ist. Auf dieses System bezogen migen die Koordinaten des [Kurvenmittelpunlktes p, q;
also die des Scheitelpunktes (p — a) und q sein; dann wird allgemein die Gleichung einer
der vier Kurven, anf welcher der Mittelpunkt des verinderlichen Kreises liegen soll, wenn
man die Koordinaten irgend eines Kurvenpunktes mit &7 bezeichnet, die Form haben:

I

= a)®

(1) f—g*=2mE—p+a)+nE—7p
Die Gleichung eines Kreises mit den Mittelpunktskoordinaten & 7 und dem Radius R
ist, wenn man die laufenden Koordinaten eines Peripheriepunktes mit x, y bezeichnet:
x—8*F—7)—R*= 0
Nach den Bedingungen der Aufgabe ist aber - 1*= R?* daher ist die Gleichung
des in Rede stehenden veriinderlichen Kreises einfacher:
(2) x*—2Ex+4y*—27y=0.

Aus (1) folgt: 2(n—q)dn=2md{+2n(¢—p +2) d &

P o | m-+n(s—p—+a)
mithin ist - =—— ( e
dg hi=19
d X
aus (2) aber folgt: — = — —.
( gt: :
e m --n(t—p-+a) X e
Ea st also - P Ep e und folglich
Ni=—9q X

ot 4 :
1—q=—-="[m+4n(—p+al
o
Setzt man diesen Wert von 1 — q in Gleichung (1) ein, so ergiebt sich leicht:
fl
m 1 ) -
E—pta=— ( (= \;ﬁ . -3 :I und daher ist:
n x*—ny
T —q=F my \ l
—_ = 3 | = :
: x*—mny?
Substituiert man nun die aus diesen Gleichungen sich ergebenden Werte fiir £ und 7

in Gleichung (2), so geht dieselbe iiber in:
m : m

(3n) x*—2px 4 Z2ax :-n-x L y?—8qy=(H)2 = Vx*—ny*
: A ] & Y
5Tk 4 e ! B T e o i 2
oder einfacher (3b) (x? —2px +2ax}+2 —x -t y*—2qy)*—4 3 (x¥— nyri=ik

Jede dieser beiden Gleichungen (3a) und (3h) stellt fiir dieselben Werte der Koef-
fizienten m. 1 u. 8. w. ein und dieselbe Kurve dar, die Umhiillungslinie des durch Glei-

chung (2) bestimmten Systems von Kreisen.
Es ist leicht einzusehen, dals wirklich jeder zum System (2) gehorige Kreis die Kurve
(3a), bez. (3b), oder umgekehrt, beriihrt; denn betrachtet man drei aufeinanderfolgende




Individuen dieses Systems, A, B, C, so fallen offenbar die Punkte, in denen B von A und
G g{&ﬁf'lllﬁt[’f!ll wird, an der Grenze zusammen, so dals die Gerade, welche die beiden Schnitt-
punkte mit einander verbindet, an der Grenze eine Tangente der Kurve B wird, weil sie
nunmehr zwei unmittelbar benachbarte Punkte von B verbindet, Da aber die Kurve (3a).
(3b) auch durch diese Schnittpunkte hindurchgeht, so ist die erwihnte Gerade auch Tan-
gente der Kurve (3), weil sie ja auch zwei aufeinanderfolgende Punkte dieser Kurve ver-
bindet. Mithin hat B mit (3} eine gemeinschaftliche Tangente, d.h. beide Kurven beriih-
ren sich; da B aber jede beliebige Lage im System (2) haben kann, so wird aueh jede
durch (2) dargestellte Kurve die durch (3) dargestellte beriihren,

Gleichung (3) stellt also ganz allgemein die Umbhillungslinie eines Systems von
Kreisen dar, deren Zentrum auf einem ebenen Kreiskegelschnitte liegt, wiihrend ihre Pe-
ripherie durch einen und denselben festen Punkt geht.

Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten.

Ist Punkt P der Pol und bezeichnet man den Radius vektor eines Kurvenpunktes
mit g, den Winkel, den derselbe mit der positiven Richtung der X-axe, die nunmehr zur

Polaxe wird, bildet, mit @, so ist x = peos», y= psin 2. Durch Substitution dieser Werte
in Gleichung (3b) ergiebt sich:
i m : m ; ]
g I(:, 2peosw +2acosr - 2-—cosyp— 2qsiny ’* 4 — (cos *» — n sin z) t ==}
. ; = ; v AL i i

und hieraus entweder p =0, d. h. der Pol P, oder

(4 .:,--_-2[-( p—a—

Dieses ist die gesuchte allzemeine Gleichung.

m s
= T SEL

] cos & - q sin ¢ £\ eos = Lt I

Diskussion.

Gleichung (3) zeigt zuniichst, dals die Umhiillungslinie im allgemeinen eine Kurve
4. Ordnung ist, und nur in dem Falle, wo der leitende Kegelschnitt eine Parabel ist,
reduziert sie sich aunf den dritten Grad. Da (3) die Unbekannten x und y in geraden und
ungeradén Potenzen enthiilt, so hat die Kurve gegen keine der Koordinatenaxen eine 8ym-
metrische Lage, wird aber von jeder Axe, da (3) sowohl in Bezug auf x als auf y vom
vierten Grade ist, im allzemeinen in vier Punkten durchschnitten, wie denn jede Linie
erster Ordnung die Kurve in vier Punkten, eine Linie zweiter Ordnung dieselbe in acht,
eine Linie n. Ordnung dieselbe in 4 n Punkten durchschneiden kann. Die Punkte, in
welehen die Kurve von den Axen geschnitten wird, ergeben sich aus den Gleichungen:

1 T

[x“ —2px | Bax |2 :] X } G ]]]2 x*— 0 und (y*—2qy)* -4 ]]]: ¥y welche zeigen,
dals anf jeder Axe vier Kurvenpunkte liegen konnen. Ginfacher ergeben sich dieselben
aus Gleichung (4). Fiir

; m , m g : m , m 1
e = 0wirdp=2 { p—a— — =% }, und fiir v =mistp = — 2 (p —f J Fiir
: . /S / n n.
; A gy e
=% woders 7 erhiilt man p=gq=* —}—noderp= - { q=x = YV — u)_ Bei diesen
i I
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Werten von p ist jedoch zu beriicksichtigen, dals dieselben, da p eine absolute Grilse 1st,
dasselbe Zeichen, etwa das positive haben miissen. Die letzteren Werte von p werden
komplex, also die Schnittpunkte auf der Y-axe imaginiir, wenn n positiv, d. h. wenn der
Kegelschnitt eine Hyperbel ist. Aus (4) folgt weiter, dafs jedem Werte von w im allge-
meinen zwei verschiedene Werte von p entsprechen, dals die Wertepaare von p, welehe
den Winkeln © und (— %) entsprechen, nicht einander gleich sind, was mit den Folge-
rungen aus (3) iibereinstimmt. Sind die Werte von m, n, p, g, 2 endlich und von Null
verschieden, so ist auch der Werth von p endlich, und dies ist der Fall, wenn der Kegel-
schnitt eine Ellipse (Kreis) oder Hyperbel mit endlichen Axen ist: werden aber die Werte
dieser Grifsen unendlich grofs oder wird n = 0, so0 lann auch p unendlich grofs werden,
und dies ist der Fall, wenn die Axen der genannten Kurven unendlich grols werden,
oder wenn der Kegelschnitt eine Parabel ist. Wiihrend also die Umbhiillungslinie eine
geschlossene Kurve ist, wenn die leitende Kurve eine Ellipse (Kreis) oder Hyperbel ist,
eratreckt sie sich ins Unendliche, wenn die leitende Kurve eine Parabel oder eine Gerade
ist. Da die Gestalt der Umhiillungslinie und ihre Eigenschaften demnach von den Grifsen
m, n, p, q, 4, namentlich yon n abhingen, so st es mweckmiilsiger, die weiteren Unter-
suchungen auf bestimmte Werte dieser Grifsen zu basieren.

Spezielle Fille.

LA ; 0w 7 b
Sotzt man an Stelle von m und n die ihnen gleichen Werte und — und nimmt
: i s
. : : A b* iiels St :
man zunichst den Wert von n negativ, also gleich —. 80 geht Gleichung (3 h) iiber in:
3 a® )
1"]} [-'_‘LI'—E'I'IK | "l__p:“l}_1 2 ;1_ [a“xl | h'l}..'.l_ - 1_1_

Dieses ist die Gleichung der Umhiillungslinie, wenn die leitende Kurve eine Ellipse ist.
Wird a = b, so geht (5) iber m: '
6) (x*—2px-+y*—2qy)'—4ai(x+y)=0
und dies ist die Gleichung der Umhiillungslinie, wenn die leitende Kurve gin Kreis ist.
Vertauscht man in (5) b* mit — b? so erhilt man:
(M E—2px+y*=2qy)*— 4z, — by} =0,
d, h, die Gleichung der Umbhiillungs
Wenn endlich die leitende Kurve eine Parabel ist, so ergieht sich als Gleichung der

inie, wenn die leitende Kurve eine Hyperbel ist.

Umhiillungslinie :

(8 x(x*=2px-=yr—2qyv)- vE=0,
a ] !

il
Durch Einfilhrung von Polarkoordinaten verwandeln sich die Gleichungen (5) bis
{3) beziiglich in:

() p = 2 (peos® -+ qsine Y a¥cos®y I b¥sin? -]‘
(10) p= 2 (peosy - qsing ka) ;
(11) g = 2 (p cos & - qsinw + Y a’cos™s — b?sing);
(12) p =2 (peos e+ qsine— = _]l: sin % tang %).

Von diesen Gleichungen haben (6) und (10) die einfachste Form; die ihnen entspre-
chenden Kurven gehiren in die Reihe der cyklischen Kurven; als besondere Fille um-
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fassen sie die Schnecke (limagon) von Pascal und die Cardioide. Die Gleichungen (5)
und (9) stellen fiir besondere Werte der Koefficienten ebenfalls Schneckenkurven dax,
begreifen anderseits specielle Formen der Cassini'schen Kurve in sich ein, Mit der lets-
teren sind auch die durch (7) und (11) dargestellten Kurven verwandt, zu denen im be-
sondern die Lemniskate gehdrt. Die Gleichungen (8) und (12) endlich umfassen als besondere
Kurven das (allgemeinere) Folium von Descartes und die sogen. Cissoide des Diocles.

Den vier Paaren von (fleichungen entsprechend zerfallen die weiteren Untersuchungen
in vier Abschnitte, und zwar behandelt der erste derselben die Gleichungen (6) und (10),
der zweite (5) und (9), der dritte (7) und (11), der vierte (8) und (12),

Ersier Abschnitt.
Der gegebene Kegelschnitt ist ein Kreis.

Di¢ beiden Gleichungen (6) und (10), welche die Umhiillungslinie darstellen, lassen
sich in diesem Falle noch etwas vereinfachen, indem man eine der Axen, etwa die X-axe

durch das Zentrum des gegebenen Kreises legt, Dann wird ¢ = 0 und die Gleichungen
(6) und (10) gehen iiber in;
6a) (x*—2px+ty)*—4dat(xz*4+yH=0
lJilL!l‘ {.-1"-1 —i_ }1} 24 [‘.{“ o }.'.'\5 {l' X |_ a 'l:l o | ])': v = |']l
(10a) p = 2 (pcosc a)

Aus beiden Gleichungen ist ersichtlich, dafs die Umhiillungslinie nunmehr symmetrisch
zur X-axe liegt und von dieser in zwei kongruenfe Teile zerlegt wird; denn (Ga) enthilt
y nur noch in geraden Potenzen, und wenn x und y der Gleichung geniigen, so wird sie
auch durch x und (— y) befriedigt. Gleichung (10a) aber zeigt, dals zwei Leitstrahlen,
welche symmetrisch sur X-axe liegen, also mit ihr die Winkel £ und (— ¢) bilden, ein-
ander gleich sind, da cos ¥ = cos (— g) ist.

Jehufs weiterer Unfersuchung der Kurve ist Gleichung (10a) die geeignetste, in
welcher :l_ug:h:l unbeschadet der ,|,{ich1,'|gl;|'it der Resultate, nur ein Yorzeichen von a in
Betracht gezogen werden darf, etwa das positive,

Batz 1. Die Summe zweier Leitstrahlen, welche einen Winkel von 180° mit einander
bilden, ist konstant, nimlich gleich 4a.

Denn ist der eine Radius ¢ = 2 (p eosz - a), so ist der entgegengesetzte p' — 2
{(— pocos®—+ a); also g p' = da.

Satz 2. Die Summe der Rechtecke, gebildet aus 2 Paarven entgegengesetzter Leit-
strahlen, ist konstant, niimlich gleich 4 (2a* — p?).

Denn ist das eine Paar Leitstrahlen o =2 (peosz - a) und pg'= 2 (— p cos ¢ +a),

so 18t das andere Paar, welches auf ersterem senkrecht steht, beziiglich p, =2 (—psinz 1+ a)
und p', =2 (psing + a); also p.p'=4 (—p?cos?e +a*), p.p5 =4(—prsin’¢ -+ a?)
und: p.p* - p.ph =4 (2at—pY).

Zusatz. Verbindet man die Endpunkte der im Satz 2 bezeichneten Leitstrahlen der
Reihe nach mit einander, so hat das entstandene Viereek einen konstanten Imhalt; denn
derselbe ist offenbar gleich ', (p +p") (p, + p',) = 8Ba’.

Satz 3. Die Summe der Quadrate zweier aufeinander senkrecht stehender Paare ent-
gegengesetzter Leitstrahlen ist konstant, nimlich gleich 8 (2a® +p?®. Denn ist wieder das
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eine Paar Radien s und p', das andere p und g, so ist
=4 (pteoss f a4 2pa cosg); p'?=4(p®cos® 4-a*—2pa cosy);
pt =4 (p?sin?p 4 r*— 2pasing); ¢, *=4(p*sin® 2 4 a* - 2pasing);
also g p' 2 g 10, *=8 (2a¥ 4 p.
Anmerkung. Wenn die Kurve eine Schleife besitzt, wie Fig, 1 zeigt, so fillt, wenn
cin Radius veetor die Schleife durchschneidet, der entgegengesetzte auf diesen und muls
mit dem negativen Zeichen in Rechnung gebracht werden.

Konstruktion der Umbhiillungszeichen durch Punkte.

Erste Methode. Da p=2pcose *2a ist, so beschreibe man mit 2p und 2a als
Radien Kreise um P, ziche durch P einen Strahl, der die X-axe unter dem Winkel %
schneidet; bilde 2p cos » und mache den Strahl gleich 2pcos® £ 2a. Die so bestimmten
Punkte gehoren der Umbhiillungslinie an. Man ersicht ans der Gleichung fiir p leicht,

dafs, wenn 2p coss = 2a ist, auf ein und demselben Strahle zwei Kurvenpunkte liegen;

ferner dals in diesem Falle sowohl 2pcosy — 2a, als auch 2p cos ¢+ 2a einmal den
Wert 0 erreicht, dals also die Kurve zweimal durch den Koordinatenanfangspunkt geht und da-
her eine Schleife bildet (Fig. 1). Ist p=a, d. h. liegt P auf der Peripherie des festen
Kreises C, so wird 2peose =+ 2a nur fiir die Werte © =0 und == gleich Null, fiir alle
anderen Werte von % ist 2p cos ¥ — 2a < 0, daher liegen nur noch auf dem Strahle, der
mit der X-axe zusammenfillt, zwei Kurvenpunkte, die Schleife schrumpft in einen Punkt
gusammen (Fig. 2). Ist endlich p < a, d. h. liegt P innerhalb des Kreises €, so kann
2p cosz = 2a nicht mehr gleich Null werden, die Kurve geht also nicht mehr durch den
Koordinatenanfangspunkt, auf jedem Strahle liegt nur nosh ein Kurvenpunkt (Fig. 3 u. 4).

Zweite Methode. Legt man an den Kreis C zwel parallele Tangenten, so schneiden
dieselben auf der durch P gezogenen Geraden, welehe mit ihnen rechte Winkel bildet,
Stiicke ab, welehe bezichungsweise (von P aus gerechnet) gleich pcosz £ a sind. Das
Weitere ergiebt sich von selbst.

Dritte Methode. Eine sehr einfache Konstruktion ergiebt sich durch Einfithrung von
Bipolarkoordinaten. Wie der Name sagt, giebt es in diesem Koordinatensystem zwei Pole,
und ein Kurvenpunkt wird entweder durch seine Entfernungen von den beiden Polen oder
durch die Winkel bestimmt, welche die ihm zugehirigen Leitstrahlen mit der Polaxe bil-
den. Wiihlt man im vorliegenden Falle als zweiten Pol den Mittelpunkt des festen Kreises
C und bezeichnet die Entfernung eines Kurvenpunktes K von demselben mit p,, so ist
nach dem Carnotschen Lehrsatze:

Pr=rp*+p*— 2ppcose, wenn in dem Dreiecke KP € < KP O = o gesetat wird;
setzt man p=2pecos*2a, so wird p, =% Y p*+ 4a*F dpacosy, d. h. g ist gleich

der dritten Seite eines Dreiecks, dessen beide andere Seiten beziigl. p und 2a sind und

den 7 — @ oder » einschlielsen; oder p, ist der Radius vektor des Kreises; der mit dem
Radius 2a um P beschrieben ist und dessen Pol auf der durch P gehenden Axe in der
Entfernung - p oder p von P liegt, Nimmt man daher auf der negativen X-axe cinen

Punkt C, in der Entfernung p von P an, beschreibt um P einen Kreis mit dem Radins

Za und zieht von P aus einen Strahl, welcher diesen Kreis im Punkte A trifft, so ist stets




AC, =gp,. DBeschreibt man also um € mit AC, ecinen Kreis, welcher den Strahl in K
schneidet, so ist K ein Punkt der Umhiillungslinie. Dieselbe kann demmach durch die Be-
wegung eines Punktes in folgender Weise entstehen: Nimmt man auf der einen von zwei
in P sich schneidenden Geraden zwei Punkte C und €, in der symmetrischen Entfernung
p, auf der anderen einen Punkt A in der Entfernung 2a von P an, so wird bei der Dre-
hung der letzteren um P ein Punkt K derselben, welcher von € dieselbe Entfernung bei-
behiilt, welche der Punkt A von O besitzt, die Umhiillungslinie beschreiben,

Die Gleichungen fiir die Tangente und Normale.

Sind X, Y die laufenden Koordinaten einer durch den Punkt (x, y), beziehungsweise

; L y ; e : fs . Ay
(z; ) gelegten Tangente, so ist die Gleichung der Tangente: (13) Y — y = ri.\ (X —x),
ST - 6f B of - i : -
oder: ¥ — 4+ X o=y —— 4%~ der Normale: (14) ¥ —x¥ — dy (X — x),
gy dicsC =gy 9% : l"
dx

ST LT AR Ly

oder: Y

TNy b e
dx diysiedx dy
Nuw iatof = ([x? 2px+y¥3 I R }'1} — {) (Gleich. Ga), also

ai _“_ 3] (\2_-1"\.__|__ \'TJ EEAL 2 '.t.‘.- 4.\,{.2__;_ \-1]_ 1n (3 - e L. | L 2 'l}
ax—-_,\ G & PX—= oA =4 X (X" ¥°) 4Pl X’ 4= ¥7) S fase=—na),

af 3 ¥ =t t a2 = 1 =] AL

——— A4 y(xt—dpx 7)) —Baly = 4y(x —y ) —8pxy —8ay

3 ¥ ) 5 ) : ] )

und nach dem Euler’schen Satze iiber homogene Funktionen

f if . PRInE P
X+ Fa- =—4[pxE¥ -y 2a%(x - yH —2p*x Y.
e : : h
Unter Beriicksichtigung dieser Werte von - u. s. w. verwandelt sich die Gleichung
5 b "I’ x i
der Tangente in:
O A b e e s R ] e S B S S e e T e . e et e b W e e
4= (x4 }.1) (px-2 8l —0 I]i )
und die Gleichung der Normale in:
(16 ¥[rE*4+y)—p@Ex*tyd)—=2xa*4+pI—Xyly*—2px | y*— 247

+pyE*—2px+ ¥ =0
Einfacher und namentlich auch brauehbarer fiir die Konstruktion der Tangente ge-
stalten sich die vorstehenden Gleichungen, wenn man statt der rechtwinkligen Koordinaten
x, v des Beriihrungspunktes die Polarkoordinaten einfithrt. Nun ist

x=gpcosy =2 (pcosp a)cospund y= neine =2 (pcos ¢ + a)siny,
: dx o 4 ( ok .
daraus folgt o 2 (psin 2 = asing), : ~ — 2 (pecos 2 ¢ *acosy) und

A : ¥ 5 a 1 a

' a4
a7 dy peog 2 et acosio (p— a)cosp—p

i R - " - — 7 D

R psin 2¢ +asin (p— a)sine

Miernach wird die Gleichung der Tangente:

¥ y=—

VL0820 E ACOS YT . T :
E ! — (X — x), oder nach gehiriger Redulktion
2w daging :

p sin
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1 { Y (psin2¢ + asing) + X (p vuﬁiﬁ'{:iummj&) ; pr=10;
sotzt man aber psin2 e ta sinp=2(peosy a)sing +asmyp=(px a) sin 7,
ebenso peos2ptacosy — 2 (PCOSE +a)cosy Facoss—p = (pFa)cosy—p
so wird die Gleichung der Tangente, wenn man nur ein Zeichen von a in Betracht zieht:
AF L) cos ) s P
y el G 7 bl
(15) N — o L e =
(p—a)sin % (p —a)siny
und die Gleichung der Normale:
Y (peos 2% — acos ©) — X (psin 2% -4 sin %) -+ p psin ¢ = 0, oder
: 6 — a) 8l 7P : o p sl
19) Y = (f ) sin 7 e ppeng
(p—a)coss—1p (p—a)eose —p

Die Liange der begrenzten Tangente, Normale, Subtangente
und Subnormale.
Bozeichnet man die begrenzte Tangente kurz mit T und entsprechend die anderen Grifsen
mit N, 8t und Sn, so werden dieselben durch folgende Gleichungen bestimmt;

(200 T =¥

LT
x- {M] —\\ 1+ (52)5

d}' d*_v
dx
: e ; : dx L. ; dv
(21) N= 7y '\ 1 (:1‘\] ;o (22) Bt=y d},: (23) Bn=y ﬂl

Unter Benutzung von Polarkoordinaten wird dann im vorliegenden Falle:
oV p*tat+2apeosg,

peing VY p* + a’ |- 2apcosy

(24) T (25) N= : 2
(p—a)cosy —p : (p—a)
¢ & - 9_ ¥ y
iyl (g —a)sin” e i o fln—a)eos @ )
(26) Bt=- WAlS L. (27Y Bn=- alt s ”.
(p—a)cosz —p (6 —a)

Bestimmung der Polartangente und -normale, der Polarsubtangente
und Polarsubnormale.

Polartangente und -normale sind diejenigen Strecken, welche die im Pole auf dem
sum Beriihrungspunkte der Tangente gezogenen T.eitstrahle o errichtete Senkrechte auf
Tangente und Normale abschneidet; die auf dieser Senkrechten selbst von der Tangente und
Normale gebildeten Abschnitte werden Polarsubtangente und -normale genannt. Bezeich-
net man nun den Winkel, welchen die Tangente mit dem Beriihrungsstrahle p auf der
Seite von o bildet, welche der positiven X-axe zugekehrt ist, mit ¢, den Winkel aber,
welechen die Tangente mit der positiven Richtung der X-axe bildet, mit v, die Polar-

tangente u. 8. w. mit Pt, Pn, Pst und Psn, so ist:

¥ Ly
(28) Pt=—-; (29} Pn= H . (30) Pst=ptangy; (81) Pen=7p cote .
. o] { Y \ ) 2T [ B}
cos sin
: ains ; . tang . — tang ©
Ferner ist u.=§ + %, also tang ¢ = tang (b — ) = = -

| -+ tang . tang 7

L




o

L5

Wl dy y 008 2 - a cOR T
Andergeits ist tang p =" = A1 e l. —t- yund daher
! dx pein2w - asnt

OB~ ¢ : -
{32) ‘tang &= - P GUB-,F—-'--% = — i e "17‘

P sin % 2psing dp’

: 0 p sin g
(A3) sind = == == == y (34) cosd = 57— = .
I 2Vp2+a*+ 2pacosy : ' V p*+a?t 2pa cosd
Mit Hiilfe dieser Beziehungen verwandeln sich die Gleichungen (28) bis (31) in:
panr Tl a2l DIna e ;‘-”

L : f a Ina cos'm oo A — - - -
(35) Pt = Vpid Bred. T3 (36) Pn=2V p*-+ a®+ 2pacosy;

p sm @ i
ol ot : !
(37) Pt = — ——: (38) Pen=—2 psinrt.

Konstruktion der Tangente.

Rine einfache Methode, die Tangente in irgend einem Punkte Q (y, p) der Kurve
zu konstruieren, ergiebt sich aus den Formeln (18) und (19). Aus der ersteren lifst sich
leicht der Winkel v bestimmen, aus der zweiten der < v, den die Normale mit der posi-
tiven X-axe bildet, Schneidet man nitmlich von dem Leitstrahle PQ =p von Q aus ein
Stiick a — QD ab, zieht DE senkrecht zu PX und verbindet C mit D, so ist DE

. ; ' p—a) cos P ]
(n — a) sin %, OCB= (s — a) cos 7 — p; also tang CDE = ‘{ J £ P. da aber
' p—a)sings

,_
tang L — —t"- ==

(o —n) sin =

B) COB T — Py . 3§ 3 & e iy
— P jst, so ist CDE == — u. Schneidet also die Tangente

e
(—a) cosyp —p
lich ist <« DOCE =v und CD die Richtung der Normale. Zieht man daher QF parallel
DC und QG | QF, so ist QG die Tangente im Punkte Q.

Dieselbe lielse sich mit Hilfe derselben Gleichungen unschwer konstruieren, wenn

— a) sin i2

die X-axe in G, soist <- QGP = CDE. Anderseits ist tang DCE = , folg-

ap [ psin ®
man die Ausdriicke —— < —— oder 2 ot —, d. h, die Strecken, welche die Tan-
(p—a)sing (f—a)cose—7p
gente, bez, die Normale auf der Y-axe abschneiden, aus den Proportionen t: p= P

(p— n)sin ¢, oder n: psing =p: [(p — a) cos @ — p] herleitete. Indes sind diese Kon-
struktionen sowohl, wie diejenigen, welche sich auf die Gleichungen (24) his (27}, (82)
bis (34) ferner (35) und (37) stiitzen, weniger einfach, dagegen bieten die Gleichungen (36)
und (38), namentlich die letztere, ein sehr einfaches Mittel zur Konstruktion der Tangente,
Um aus (38) die Polarsubnormale zu erhalten, beschreibe man um C mit dem Radins p
einen Kreis und ervichte in P auf PQ die Senkrechte; trifft dieselbe den Kreis in H, so
ist PH die Polarsubnormale, also PQ die Polarnormale; denn verbindet man H noch mit
I, so ist < PIH =1, also PH=Plsin®, oderda PI=2p und <C PIH heziiglich seiner
Schenkel dem <r ¢ entgegengesetzt ist, PH = — 2p sin 7.

Fndlich beruht noch eine Methode auf der Eigenschaft der Umbhiillungslinie, dals si¢
in jedem Punkte mit demjenigen eingehiillten Kreise, welecher dareh jenen Punkt hindurch-
geht, eine gemeinschaftliche Tangente hat. Dieser Kreis aber ist leicht zu bestimmen:
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denn sein Mittelpunkt liegt eincrséit auf der Péripherie von C, anderseits auf der Mittel-
senkrechten von PQ,
Anmerkung, Da die Polarnormale und -subnormale p bestimmen, so lilst sich aunch
mit Hiilfe dieser beiden Grifsen die Kurve punktweise konstiuieren.

Bestimmung der Tangenten, welche sich von einem Punkte (k, 1) in
der Ebene der Umbhiillungslinie an dieselbe legen lassen.

Ersetzt man in Gleichung (18) p durch 2(p cos ¢ - a) and X, Y durch k,1, so wird
jede Gerade, welehe durch den Punkt (k,1) hindurchgeht und die Umhiillungslinie beriihrt,
dargestellt durch die Gleichung:

(39) k(peos2e—+acosy) 4 l(psin2y f-asing) — 2 (pedsie+-a)? = 0.

Ersetzt man weiter noch sin g durch cos e, so folgt als Gleichung der Tangente:

(40) 4p? (k+1—p) (k—1-+p)eos *z+-4ap(k* —Skp|-4p*—1%) cos *z
F(k*4-1%) (a*—4pY) 4-4p (Ba’p —4ak+kp?)] eos?c —2a (k*p —4kp*+2a’k —
—8a’p+21%p) cos # -+ (kp+2a**—a’1?=0. :

Im allgemeinen ergeben sich aus dieser Gleichung fiir die Unbekannte cos = vier ver-
schiedene Werte, d. h. im allgemeinen lassen sich vom Punkte (k, 1) vier Tangenten an

die Kurve legen,
Die ausgezeichneten Punkte der Umbhiillungslinie.

Ausgezeichnete Punkte einer Kurve iiberhaupt sind alle solehe, welche irgend eine
besondere Eigentiimlichkeit besitzen; dahin gehiren z B. diejenigen, welche von den Axen,
oder den Polen ete. die (absolut oder relativ) grilste oder kleinste Entfernung haben, fer-
ner diejenigen, in denen die Kurve mehrere Tangenten besitzt, in denen sie eine Inflexion
hat, in denen die Kriimmung am stiirksten oder schwiichsten isf, in denen die begrenzten
Tangenten, Normalen ete, thre grofsten oder kleinsten. Werte erreichen u. s w.

1). Diejenigen Punkte, welche von den Axen die grolste oder kleinste Entfernung
haben, simd im allgemeinen dadurch bestimmt, dafs die in denselben an die Kurve gelegten
Tangenten den Axen parallel sind; also mufs der <=y, den die Tangente mit der X-axe hildet,
einerseits gleich 0% oder 180°% anderseits gleich 90° oder 270° und daher tang ¢ = 0 oder =
peos2eda cosy

; 2l dy & % ; :
t @0 sein. Nun ist tang = ]‘ : also muls im vorliegenden Falle
= (1 ¢

psin 2 = a sine

= (0 oder = == OO sein. Fiir die Punkte, welche von der X-axe die grilste oder kleinste Ent-
fernung haben, mufs daher p cos 2 © = a cos » = 0, und fiir diejenigen, welche von der
X-axe die grilste oder kleinste Entfernung haben, mufs p sin 2 ¢ £ a sin o = 0 sein.
Aus pceos2 e X & cos o 0 folgt: cos e = [FatVarl 8p® |:4p, oder cosp==%

T i g ; 5 i ) i

ViazL 8p* F al: 4p. Da der absolute Wert von cos ¢ nicht grifser als 1 sein kann, so
mufs Va*-48p? £ a <~ 4p sein. Fiir endliche Wertevon a und p ist aber stets v a8 p*

a < 4p, dagegen ist mur dann Va®}-8p? - a<_4p, wennp = aist; nurim letzteren
Falle hesitzt daher die Kurve auf einer Seite der X-axe zwei Ponkte von der angegebenen
Bedeutung. Die Leitstrahlen dieser Punkte haben beziiglich die Liinge: (Va® - 8p* 4 3 a): 2

und (Va? =8 p'— 3a):2: die rechtwinkligen Koordinaten des ersten Punktes sind mithin :
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x, = (Va® -8p*+3a) (Va’F8 p*—a):8p; ¥ = (Va*+8p?
Vr!-i pr—2ai| 2a Va? + 8p*:8p
und die des zweiten:
¥y = (V2?4 8p' —3a) (Va¥ 18 p*ta):8p: y, =(Va® - 8p?
Vrﬂ pt—2a’ — '_“-111'" a1 8 p*:8p.
Daraus folgt, wenn man die betr. Leitstrahlen kurz mit g, und p, bezeichnet:
B ofa=2{p*—aY x, 5 =0pP*—a)undy, v, =p*'—2a" i, p.
Bemerkenswert ist noch die Beziehung p, fa = Ba
Um zu erkennen, ob den Werten von y ein Maximum oder Minimum entspricht,

¥ ; A - i h
t oder der folgenden Differentialquotienten zu bestimmen.

dv

dw

: i
geniigt es, den Wert von ll
; de

Da y=psin 29 -+ 2asinyist, so ist: = 2 (peos2n+acosy);
E'l'l.\.
it
de

Ersetzt man in der letzteren Formel cos £ und sin ¢ durch die gefundenen Werte, so wird

— 2(2psin2¢ + asing) = — 2sin % (4 p cos ¢ =+ a).

d?y : = =iy Ve
entweder L Sprl/R3pt—2a® - 2aVa®+ Sp? oder

'{1-\- CR =N e el B Y S
Aer -—‘,‘,}l =8 aps—2:a ——21.\ a8 pt
do

11‘{."

Der erste Ausdruck ist <7 (), daher entspricht dem ersten Werte von cos « gtets
T 9
. . 3 - A By : -
ein Maximum von v; der zweite Wert von E 5 st nor dann < 0, wenn p > a, so dals
- d =

auch dem zweiten Werte von cos % ein Maximum von y entspricht, Wiir p = a wird
d*y : dty A g A

3 — 0. DBildet man daher -—5 — — 2(8pcos®g¢(—) acosz — 4 p)und setzt an die
dw (1-_-, i T

3 4

Fomee s, B T
Tt 3a (a--Va?l1
Da dieser Ausdruck fiir p=a nicht verschwindet, so entspricht dem hetr. Werte von

Stellevon cosz denWert (Y a® + 8 p* -+ a) : 4 p, so wird

cos © weder ein Maximum noch ein Mikimum von y.
Fir diejenigen Punkte, welche von der Y-axe die grifste, resp. kleinste Entfernung
haben, mufls - 0 sein, d. h. psin 2 ¢ = a sin o= (. Daraus folgt, dals entweder
e : gt,
; ' : . a
sing=0, also v = km wo k=0,1,2 ... ist, oder dals 2pcospta=0, also cosp="F
ap

sein mufs, Die zugehirigen Werte von p sind beziehungsweise: 2 (p £ a), 2(— p -+ a) und a,

L ; o : ; ; d v e
Die beiden ersten Punkte liegen also anf der X-axe, und da fiir ¢ == k = der Wert von q L— )
dx

wird, so schneidet die Kurve die X-axe in diesen Punkten rechtwinklig. Dem dritten

Werte von cos = entspricht nur dann ein reeller Punkt, wenn P = ist, und seme

recktwinkligen Koordinaten sind: x = —
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=, d¥x

-y ete.
de*® d i

Setzt man auch hier die Werte von cos % in die Gleichungen fiir

pin, so erkennt man leicht, ob die ihnen entsprechenden Werte von x Maxima oder Mi-

: ; : dx . :
nima sind. Bs ist aber x = 2 (p cos * # -} a cos ), also Vo TR 2 (p sin 2 ¢ 4 a sin %);
i ¥ P ke .
d*x = i SR ! ] : i d* 2
ST 2(2pcosdy 1 acosg); i 2 (4 p sin2 p + asing), ete. Betzt man - 1t
z (8 en 5 H ' LA

: : Aaib d?x :
— — 2 (4 peos®p -+ acosp—2p), 50 wird fiir cos =0 der Wert von T bt 2(2p +al;
de

also ist der Wert von x ein Maximum, Fir ©= 180° ist p=2(— p cos 0 a), und dem-

d*x ; : b .
entaprechend d__'r_.,::_r_ﬂp —a): daher ist x ein Minimum fiir ¢ = 1809 so lange p = ‘la
: : : =t ; , P : : s Kb
a ist; wird aber p < ', a, so ist x wieder emn Maximum. Fiir p= 7, a \\'n'd---l—-.l =
de
dix P ke ; Pyt s SRR
ebengso 108 = (), dagegen wird A 2 (— 8peos 2+ acosy) < 0, und folglich st
g i ¥ 4 i
. j
auch in diesem Falle x ein Maximum. Desgleichen erreicht x einen Maximalwert fiir
&
GOR 2= :
i '_’||
A o R ‘ . - : : d*y
9) Inflexionspunkte, Dieselben sind bestimmt durch die Gleichungen B e 0,
dx
d*y A et e 2p?t-a*tdpacosy ; N
pder —= = 00, Nun ist -5 = ; -_'--j 2 I also mufls entweder 2p*--a®-
dxed dx (psin2 %~ asm%)"
3pacosy =0, oder psin2¢+asng=14u sein, Aus der ersten Bedingung folgt cos ¢ = —
2pt+f-a’ . S SR g ] ! d3y .
g0 und hieraus, dafls a = p = ' & sein muls; da [yl dem Intervalle vonp=a
¥ llu N =y ' ax"
: , : z 2pt4-a® .
bis p = '/, & nicht verschwindet, so entspricht dem Werte yon cos¢= ——o—— In der
dpa
0 3\.
That ein Inflexionspunkt; an den Grenzen a=p und p= "}, a wird o
2 i
(2p cos ¢ +a) 3pasin *p -2 (2p*+a?-+-3pacosy) (2peos2e4-acoSE) o ppoioo g
S L S 1 - -2l — - = R . —— = L DENRG 18
t_psmi'l:---uzun'l—’ls g
gty Sl d A4 ; : &
S =0 = 2 8 y s w.; die Korve hat daher nur emnen Inflexionspunkt, wenn a >
dxtsthdx v i i

p = Y, a ist. Der Radius vektor dieses Punktes ist = 4 (a*—p?): 3a,dierechtwinkligen Koor-
dinatensind: x=—4(a*-p*(2p*+a®): 9a’p, y= +4(a*-p*) Via® —p?) (4p®- _a%) s 0al p.

. . . i . &
Aug der zweiten Bedingungsgleichung wiirde sin =0 oder cos = 55 folgen, Da sowohl
S : e ] : ; d*y
fiir den Wert von sin = =0, als auch von cos z= — 5— die Differentialquotien dxi?
2p X

d3y . . . 4 A : :
8 s W anbestimmt sind, so sind die entsprechenden Punkte keine Inflectionspunkte.
dx

). Mehrfache Punkte, Schneiden sich mehrere Zweige einer Kurve in ecinem
Punkte, so heilst derselbe ein mehrfacher. Offenbar besitzt die Kurve in einem solchen
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Punkte ebenso viele Tangenten, wie Kurvenzweige durch denselben hindurchgehen, und da

; . : : dy . i :
jede Tangente bestimmt wird dureh den Wert, den S dem Berithrungspunkte (x, y) an-
i<

nimme, &0 hiingt die Fxistenz von mehifachen Punkten hei einer Kurve im allgemeinen

st e : . :
davon ab, dals 1‘ fiir ein und dasselbe Wertepaar von x und y mehreve Werte besitat,
3 )

1
. ; ! ) : Sedit df . :
Dieses aber ist der Fall, wenn aulser =0 auch — () und = (), beziehungsweise
L] X 11\
d2f d*f dif S - : JERD it i
==, — = ) und + =W kurz bei einem u fachen Punlte - i B (EO B
dx* dxdy dy dxn—
dureh daszelbe ‘I.\'et'tn]m;n- von % und ¥ hl't']"-lL:l_H.E'{'t werden, Im vorliegenden Falle. wo
g 4 it A La ¥ ot ]
f=(x*—2pxtyH* —4a*(x*tyH)=0, ist ek L(x®—Z2px v (x—p)y— Ba'x
i A )
df s 5 o eI : : df
und Tar dy(x* —2px4-¥?) —8a'y. Nunwirdaber o (), wenn entweder y, = (,
oy - . L d v ? 1
! T i 1 e T ikl
oder v, = + V 2a® 4 2px — x*ist. Substituiert man den ersten Wert von y in rHE (0,
' i ax
so ergeben sich fir x die Werte: x, = 0, x, = B3 p +V p* + 8a%:2undx, =
(3p— \, p*+48a?:2. Dagegen liefern die beiden anderen Werte von y keine entspre-
% : . 5 df
chenden Werte von x: daher werden die beiden letzten Bedingungen =0, — 0
dx dy
sleichzeitip nur erfiillt, wenn 1) x =0, y = 0; 2) x = (3 p + 1 p*4-8a?:2 v=10;
3) x =(3p— ‘, p*-8a%:2,y=0ist. Die beiden letzten Wertepaare erfiillen aber
nicht die Kurvengleichung f =10, daher kann nur der Punkt (x 0, y=10), d. h. der
Koordinatenanfangspunkt ein mehrfacher Punkt, und zwar zuniichst ein Doppelpunkt sein.
. X d2:f axf d*f : : : )
Von den Bedingungen =i - = () und 5 wird nur die zweite durch die
e AR dxdy dy
Werte x =0, y = 0 erfiillt, daher besitzt dic Kurve nur einen Doppelpunkt. Der Wert
IS . i dy : : ;
des Differentialquotienten 1 erriebt sich fiir x 0 oy ) am hequemsten aus
ax ¢ k
£, dy peos 2z acoss : [t f
Ay =L — : ! — . Beachtet man nimlich, dafls, wenn x=0 und y =0
AT B psin 2z 4 asing 4 ;
3 v y i il d Y
auch o {} 18, a0 muls, da o = |peose T &) 1st, Cos © = — und daher 3
‘ ; ! A I i x
10 L L s ‘ s
1\ ( ] } 1 sein. lst also p = a, so giebt es im genannten Punkte zwei reelle und
i |
verschiedene Tangenten, welche symmetrisch zur X-axe liegen, ist p=a, so sind die

heiden Tangen noch reell, fallen abe

mit der X-axe zusammen, und der Punkt ist somit
ein Riickkehrpunkt oder eine Spitze; ist p < a, so werden die Tangenten imaginir, der
Munkt ist mithin ein isolierter oder konjugierter (Einsiedler),

4) Die Kriimmung., Die Kriimmung einer Kurve in einem Punkte (x, v — g %)

wird entweder doreh den Kontingenzwinkel oder den Kriimmungskreis dieses Punktes
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gemessen, Denkt man sich den Punkt (x, y) mit dem unmittelbar vorhergehenden und
nachfolgenden Punkte desselben Kurvenzweiges verbunden, so sind die Verbindungslinien
solbst zwei unmittelbar aufeinanderfolgende Tangenten der Kurve, und der Winkel, den
die im selben Sinne genommenen Richtungen dieser Tangenten, oder, was dasselbe ist,
die zugehorigen Normalen mit pinander bilden, ist es, den man Kontingenzwinkel nennt.
Denlkt man sich aber durch die drei erwithnten Punkte einen Kreis gelegt, 80 heilst dieser Kreis
der Iriimmungskreis des Punktes (x, y), sein Radius Kriinmungsradius ete,  Offenbar ist mun
die Kriimmung im Punkte (x, y) wm so stirker, je grafser der Kontingenzwinkel ist, und umge-
kehrt: ebenso, je kleiner der Kriimmungskreis isf, und umgekehrt. Bildet nun die cine

der Tangenten mit der X-axe den w, die benachbarte den w - d p, so ist der
Kontingenzwinkel = d . Da aber

a Veos2 e | aGoss . X :
d o= cos® u. d tang 1 und tang p = — P et .~ isty so ergiebt sich:
psin 2% - asme

- o e | 2 D i
1 A% @ Pl e APICoRY 2 G
(A1) d g 3 I ]2 t ! Hicraus tolet
g Py 2a P eos < :
_ d (dw) apsine(p*—a?) A
(42) L = 3 l s ] : ferner
dz (a-p*-+-2apecosy)
(3 d* (dp) ap(p?—a*)(dap+a’cosy p? Cos % — 2ap cos )
[ her ) - s —J . = Bl | et g 28
dg (a®+ p2+ 2apcosy)’
R : r codidw : ;
Fiir die extremen Werte von d p. mufs ! b 0, also, wenn p g ist, simy =10
e ¥ :

sein: mithin hat die Kureve die stirkste oder schywiichste Kriimmung in den Punkten, in
welchen sie die X-axe durchschneidet. Aus siny = () folgt e =0 oder = 180°% lstp —>a,
d* (d )
._; =
dez
also ist der Kontingenzwinkel und die Kriimmung eéin Minimum ; fiir den anderen Schnitt-
: : g M %) ; e
punkt aber, der durch p=2(pcosy— a) bestimmt wird, ist [o? 0, folglich ist die
dw :

Ly
T

so ist fiir den einen Schnittpunkt, der durchp= 2(p cos¢  a) hestimmt ist,

Kriimmung in diesem Punkte am stirksten. Gerade umgekehrt verhilt sich die Kurve
(=] L }

in den beiden Punkten, wenn p <_a. Istp=a4a, 30 sind simtliche Differentialquotienten von

st A - . 0 - Bl
d w fiir % = 0 selhst gleich Null, dagegen gleich -7, wenn ¢ = 180 ist, Fiir ¢ = 0 tritt daher
weder ein Maximum noch ein Minimum der Kriimmung ein, fir ¢ 180° aber besifzt

die Kurve eine Spitze. Dieselben Resultate ergeben sich bei Betrachtung des Kriimmungs-

kreises. Bozeichnet man den Radius desselben mit B und das Kurvenelement zwischen

! . dglds L ! : :
den benachbarten Punkten mit ds, so ist: R= Lo [Fiir rechtwinklige Koordinaten ist somit
3 i i
I Ay ¥ 17, T Ly
e e B 0>+
dx/ e , s de )
R and fiir Polarkeordinaten B = —
d*v = dpy* d*p
I, '-‘-' T ..,: 1 j -y r’J " ‘.
dx* : do e




Die letztere Formel liefert bei der vorliegenden Kurve:
2(a* 4 p* 1+ 2apcosp)

a2 ;12 +dapcose

(44): R = lef, Gleichung (41)].

. g 1
oder indem man a®-p*~+ 2 ap cos = = | Pn* setzt:
Pn?

Pn* 4 4 p(p - a&cos

¢

(45) K=

Aus (44) folgt:
e R ‘ . BinE(p-acosc)(a® p® 2 apcos )
{416) “— — 7 p* P A i }_, e .TP f und
Ll.—" (& = '_f[j‘ﬁ--l.'l]nl_'.u_q )
d* R

dg?

s
T

(47) — — Gap?
[a?+2p*+3apeosy][(a®-Fp 4 2apeosp)acos 2w --peosy)—apsin*z(p-+acoss)]

{-Gapsin*s(p-4-acosz)(a*p* ‘_'apur_rs'lu::m"—'-- 2p*-Sapcosr)®latt+-p*H-2apeosm)

Nach (40) ergeben sich die grifsten oder kleinsten Werte von R, wenn
' 1
: : i [ e e
1) sinz=10; 2) cosw=— P und YT kel 1 P st
{ - (! : : 2ayp

Die dritte Bedingung wird nur erfiillt, wenn a = p ist; dann wird cos =
also »=180% ein Fall, der in der ersten Bedingung enthalten ist. Soll 2) cosz =
werden, so muls p = a sein. Der Fall p=a isit wieder in der ersten Bedingung ent-

halten, und es fragt sich nur, wie sich die Kurve im Punkte cosz verhiilt, wenn
ik :
it Sl - : = : perd?R Gp
p < a ist. Betzt man den Wert von cosz in (47), so ergiebt sich e e Ty -
= () 7 1 bl - il L

Dieselbe Zweidentigkeit zeigt sich, wenn man die folgenden Differentialquotienten au Hiilfe
nimmt. Die erste Bedingung zeigt, dals die Kurve in ihren Schnittpunkten mit der X-axe

ihre stirvkste vder schwiichste Kriimmung hat, wie dies schon mit HHiilfe des Kontingens-
winkels gezeigt wurde.
Die Evolute

einer Kurve {iberhaupt ist der geometrisehe Ort der Kriimmungsmittelpunkte; letztere aber
werden gebildet durch die Schnittpunkte der aufeinanderfolgenden Normalen der Kurve,
so dals die Normalen der gegebenen Kurve Tangenten der Evolute sind; daher der Name
Evolute (evolvere), weil die Normalen sich wilzend auf derselben bewegen. Die Evolute
(frz. développée) ist demmach die Umbiillungslinie aller Normalen eciner Kurve, welch’
letztere auch, weil die Normalen der Evolute sich willzend aufihr forthewegen, Evolvente
(développante) genannt wird. DBezeichnet man die Koordinaten irgend eines Punktes der
Evolute mit X und Y, so ist, wenn x, v oder p, = die Koordinaten des Beriithrungspunk-

tes der Evolvente sind,
2

i i
dy L ('{L‘i] . _ :_{_'_lx.}
dx ii..ll\' ! ; iy !

dx*® dx?

Irlli'f'

T




oy
. de A0 weadln ST A%
J [ OB T8I [ [ ) (R E—CO8 %
: : d | : Yidw . . 3 dw ; ' Tde
X — [ Q0B G- L = B R — i S ]
1

: do 4 I“:: - R l].fJ k) 1“:;
p* 3(11'.;] g :1,;-1 B !""[[1-;) =5 'd'.-'"

Unter Benutzung der beiden letzien Formeln ergiebt sich im vorliegenden Falle:

(peosyp +a) TP (p-+acosg)(l — cos® ¢)
a4 2p*+4-3apcos?

¥

X =2
¥ = 9ap! jm ,, U: — .f_;_u:-‘. ) ;
al-t2p*f-dapcost

Verlegt man den Koordinatenanfangspunkt nach einem andern Punkte der X-axe,
welcher von ersterem die Entfernung — 2p hat.und bezeichnet die Koordinaten eines Punktes
der Evolute in Bezng auf das neue Axensystem mit X° und Y, 80 ist

(p -+ acos *%)

V="K i2p=—27% —
L l a?-}-2p*+4-Bapsos?
: ; -
o s gin w (1 — cos® %
Y=Y =2 P T .
il N | B ap cos %
Ist p=10, so wird auch R=0, X=10 und Y =1, die Evolute ist ein Punkt, die
(3 ]
Tvolvente selbst ein Kreis; ist p = a, s0 wird X' = — - p(l —eosg cost¢) und
)
)
Y = psing (I — cosfl. In diesem Falle ist also die Evolute der Evolvente iihnlich;
i}

denn bezieht man die Evolvente auf ein neues Axensystem, dessen Anfangspunkt in Bezug
auf das ul':ipriifgliuhe System die Koordinaten (— 2p, o) hat, so wird :

x'=—x 4 2p==2(p cos 4-a)cos ¢ 2 p, oder wenn p = aist, X' =2p (1 - cosy - cos %

ud y'=y=2psinz(l L gos ). Setzt man aber in den Ausdriicken fiir X' und Y'an
5]

Stelle wvon = den Winkel =% 80 wird Y =——p (1L 4 cos ¢ 4 cos? »*) und
(3]

psing’ (1 + cos %) Tivolute und Evolvente haben also eine gerade entgegen-

£)
1
B

gesetzte Lage (cf. Fig. 2), und entsprechende Dimensionen beider Kurven verhalten sich

: = 1 . : i : ] 1 — 2cos 3!
wie 1:3. Tst p=—-a, so ist unter derselben Voraussetzung: X' = — — P
g7 6 1 — cos &
)
und ¥'= ——-p sin 2 (1 -+ cos 2'); die entsprechenden Ordinaten beider Kurven verhalten
;

cioh also wie 1:6, das Verhiiltnis der Abscissen dagegen ist ein wechselndes; so wird fiir

w— 180° : x' =0, dagegen X'=00. In jedem Falle wird aber die Evolute gerade so

wie die Evolvente durch die X-axe in zwel kongruente Teile geteilt.
=3 g

Rektifikation und Quadratur.

Um die Linge einer gegebenen Kurve oder eines hegrenzten Teiles derselben zu
hestimmen, geht man von den kleinsten Teilchen derselben, den Kurvenelementen, aus.
Iat

oin solches = ds, so ist bei rechtwinkligen Koordinaten stets: ds? = dx*

=S="t"0

el
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d\.

= dy?® =[I

rdyy? i : ]

{ : ] dx? ) v* und daher ein Bogen s, welcher von den
dx 11*.

Abscizsen x!, x'', beziehungsweise den Ordinaten Ry Al ht“;.l,‘]'i'!ml' wird, gleiech der Summe
aller zwischen diesen (Grenzen |i+lgz_~|l11:_~]| I{||L-\.'|-Iu!]l‘]m'tlh':

3 . _.-'. l[_:l'l-'* s ‘\ [i LA
E] \..f I - {li .() dx oder s = ‘ {l I‘.) Li_\.

Ist die Kurve anf Polarkoordinaten bezogen und \urui das Kurvenelement ds von den
strahlen p und pdp, welche den Winkel do einschlielsen, begrenzt, so ist ds Hypote-

nuse eines rechswinkligen Dreiecks mit den Kathefen dp und psinde, oder dg und pde,

da sin dp—=d ist; daherist ds="V (pdw)* I (dp)* = ‘\ (2 [ !' } de.  Folglich ist
dew

(s

oder da g, p" durch die betreffenden Winkel »', = bestimmt werden:

[\ ptt- d )-‘Ll"-".

Im vorliegenden Falle ist nun

oy . T
‘\ Aol (:1 ‘;} —2Y 1] At _‘lppn-ﬁ = -3\ (a 4+ p)*—4 apsin? L=

= L: '\.‘

2 (a -+ p) ‘\ - 4!& l}:JE gin® ;; also
p
(48): 5=2 (a+p) d 3\ 1 — : &P sin*X=4 (a}-p) [ d —"\ ] Eap . ain? 7 A
; TS o (a1 p)? 2 2 ko) (at+p)* 2
o 4

Da 4ap < (a- p)?% soist das Integral im allgemeinen ein elliptisches, welches nur in
den spegicllen Fillen, wo p=1a oder p="0 ist, in ein einfaches ecyklometrisches iiber-

g
] - " s el it
geht. Im ersten Falle wird s=8a | cos —d =8 (.-.aiu = sin = } -~ 3 da aber
! B 3 Ty =
% ; i mh A
fiir o' = o' = auch s = 0 wird, so ist ¢ = 0 und daher s =8 a {h’ill P e }
Setzt man die untere Grenze %' = 0, so wird s =8asin ' =Rasin 5. Firz = 180°
ergiebt sich der halbe Umfang der Umbhiillungslinie = 8 a, mithin ist der ganze Umfang

16 a. Der in den ersten Quadranten fallende Bogen ist =4 aV 2, der in den zweiten



t ,ﬂr

fallende = 4a(2—V 9), Ist p=20, so wird p=28% der ganze Umfang =428, {5

die Umhiillungslinie ist ein Kreis mit dem Radius 2a. Mit Ausnahme dieser beiden Fille

lifst sich aber ein Bogen der Umbhiillungslinie nur anf’ den einer Ellipse guritckfithren.

Um diese Ellipse kennen zu lernen, braucht man nur das vorstehende Integral mit dem-

jenigen einer bekannten Ellipse zu vergleichen. Qind 7z B. die Axen einer Ellipse 2¢

und 24d, ihre Exzentrizitiit e = Vet —d?:e s0 ist irgend ein Bogen
f_l':“l
; AR Lo : dap e g o
s—c | d¢ V1 — e?sin . Setziman daher e=4 (a--p) und e*=: e —fc'—d et
! ! (a - p)

oo
]

2o igt d=4 (a—p); wo die Zeichen 50 zu withlen sind, da

gleich dem halben Umfange einer Ellipse, deren

Iis izt leicht einzusehen, dals die beiden

5 d positiv wird, Demnach

ist der ganze Umfang der Umhiillungslinie
Axen bexiiglich 8 (a--p) und + 8 (a — p) sind.
speziellen Iille in dem allgemeinen Resultate enthalten sind. Ein Bogen s zwischen den

Grenzen ¢'=10 und " =7¢ hat allgemein die Linge:

i 1 P AR 1-1 e 1.1:3 i B
o ! ] | | B LS .2 3 ] ik i & e (5 R K s (i} - i ]
s =4 (a- 1_."}‘ 5 T f sin 5 d 5 54 © / sin ) d B) SAG o j sin — d .
6 M s Ll 1.1-8.5:7 R U s
r 8 H ] i 10 H i i v - » 13
—_—— — e sin & sin - I — e wo e kurz fi
STeES | 5 Yo TAERTY J 5 5D l e
2Vayp :(a-p) gesetat worden ist. Nun ist aber:
IR 1 o RS R i (m—1(m—3) ., RLE=S
sin_1q-L=———c08| SN L ———8ll = e s }sm e
A m: il B — 2 " (m—2)(m—4) 2
(m— 1)(m -3y bl P (m—1)m—3)... 581 w
s —- = — st 2N — S e o .,
(m— 2)(m —4)..42 ) (m—2)m—4)... 6-4-2 m

w der entsprechende Bogen s unschwer zu

Daher ist fiir einen speziellen Wert von
eine solche Rechnung hier auszu-

berechnen, und es dirfte von geringem Interesse sein,
fiihren oder einige Resultate mitzufeilen.

Um den Inhalt der von einer Kurve umschlossenen ebenen Fliche zu bestimmen,
denkt man sich die Fliche entweder durch Parallele zu den Koordinatenaxen in unendlich
schmale Streifen von der Liinge y und der Breite dx, bezichungsweise von der Linge X
and der Breite d¥, also von dem Inhalte ydx sin © oder xdy sin o, wenn o der Axen-
bei Polarkoordinaten — durch Loitstrahlen in unendlich klene Sek-

winkel ist, oder —
Inhalt eines solehen Sektors ist, wenn der von den Leitstrahlen p und

toren zerlegt. Der
5 = . 1 r : 1

oL dp eingeschlossene W inkel =do i8t, =5 plpT do)sinde= - p*dy und daher der

T | = ! g KA T i T a3 T

Inhalt eines von den Ordinaten y', y'" oder den Abseissen x', x'', oder den Leitstrahlen

o', p'" begrenzien Flichenstiickes:

ot ¥ o
— a1 c =1 k - 1 T
J, =sine | ydx; J, =smw xdy; ds =7 pidg,
. %
x‘ :.r' rl-r.,‘

gt

e e i 8 132

I..'!




haacle

25

Mit Hilfe der letzten Formel ergiebt sich im vorliegenden Falle:

P Pt
i
J=2 | (peospta)lde=(p*+2a*) g+ psing (pcosp-i4a)+4 C.
v rT'I
Fir ! =o'=10 wird J = C; da aber fiir diese Grenzen J =0 ist, so muls auch
(' =0 sein. Nimmt man als Grenze ©' =10, ' ==, so ergiebt sich der Inhalt der hal-
ben Fliche = (p* 4+ 2 a*) =; mithin ist der Inhalt der ganzen Fliche = 2 (p*- 2a%) n,

Hat die Kurve eine Schleife, so besteht die Gesamt-Fliche aus zwei Teilen, von denen
der eine (der von der Schleife begrenzte Teil) auf dem anderen liegt. Um den halben
Inhalt jedes einzelnen Teiles zu bestimmen, hat man das Integral einmal zwischen den

i ¢ i, . R
Tren%en von ©=— 8 M= 4re, (008 = — anderseits von = dre. (cog =— — Mg
{ n VoI ¢ 0 bis = e, (cos Jund anderseits von e, (G0 ) In
] - ) H 2 ]

== zu nehmen. Dann ergiebt sich:

i, = (p*+ 2a? are. (cos = — lIJ 1+ 3a q\, pr—a?l
iy = (p?+ 2% -T. — are (cos — — ;t i =8 -'l,:ljz.— i
Innerhalb der Grenzen o' = 0 und 2" = i‘ liegt ein Flichenstiick, dessen Inhali
= i (p*+2a*) 7w+ 4ap ist; wihrend der innerhalb der Grenzen ' - E mound ' ==
liegende Flichenteil den Tnhalf 1) (p*+2a* = —4ap hat; der Unterschied beider Teile

ist also konstant gleich dem achtfachen Rechtecke ap.

Komplanation und Kubatur.

Dreht sich eine ebene Kurve um eine in ihrer Ebene liegende (gerade) Linie als Axe,
s0 beschreibt sie die Oberfliche cines sogenannten Rotationskorpers, dessen Gestalt und
Grilse einerseits von der gu.;;'u]u*!a{?!& Kurve, anderseits von der |1;'l;,;‘t? der Drehaxe zu der-
selben abhiingt.

Wiihlt man eine der Koordinatenaxen zur Drehaxe, so ist fiir schiefwinklice Koor-
dinaten mit dem Axenwinkel w und fiir die X-axe als Drehaxe das Differential der Oberfliiche

dO=2% dy __-: g Y sin w ds; also 0 = 2 wsinw |I,IJ Y _-J dy ds
und das Differential des Volumens: {
dY==y*sin *w(dx —dycosw), also V=rmnsin *w } y*(dx — dy eos w,
Ist = 90°% so folgt, indem man noch dy als eine in;. Vergleich zu y verschwin-

dend kleine Grifse v ernachliissigt:

0=2x I xdaund V== I ¥ d,

i ok

Rotiert die Kurve um die Y-axe, so ergiebt sich fiir rechtwinkl. Koordinaten

v

0L=2 RJ yds und V! == / x*dx,
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Setzt man auch hier x = pcos®, y = psinz, so wird

el

5 PR : : P
{" — :3 = :; Hi” -:r’ \ i""-. I. [ d .J' d ';E'! Gy = ._;: T [ 08 ':':\_."’ Ir‘? | (ll J) ll ,':_’
dew e
V== I plainfe(—peingde 4 cospdp); Vi=r I pteoste (peos g det-sinedp),

4 ;
14 ¢ wird dann

Piir p = 2 (p cos & + a) und ———

b ! T | l:l.‘ —.' ]}]1
i l L p.fl/ i n‘lu' ¢ a ¥ T
0=32(a- !:}:I[n-{- pl l s.m_;J 51:352112 / 1—e*sin X 2p lnm‘ jq':m‘!

T o e it
-16(a-| p}t{{n =p) / ll: \, 1 —1%sin®7 —2(a -=Zp) l s * o
o 2 P

V=R I [2p2eosd—-bapreosto|-2p(2at—p?)eos®p+a(a’— ][m"r 1atpeosy—al
e P o | e 1 3 amatm anoog e 1 (32 1 + 4 f F g Lo |
sinzde=8=% = pPeos’e—apteosty (2a*—pYeoste— —afa®—5pteos iy

T T 3 i i Q 1 f I T

: 1 y g

2a%pcos®y t+a’cosy — 5 (4a’+0Ga’pt4dap®+p?
V' =8x l [2pfeos®ec4-Sapieos*e+p(4a®—pHeoste +ala*—2p?eos®s —apeos’elds
— [l p%sinGo L ap?sinhe 4 p(alp?)sindr i a(dai-17p?) sin G L ]
T I i g R e R g o D e e A 3 U B e

(24a*-TpHsin2e -+ 2a(6a*4 13 p?) sin e
7 I T

4p(da*4pHo
Unter Anwendung der Guldin'schen Regel erhiilt man auch

, 2 ; % st :
Ni= g ® lp sinwde; Vi=—n /paenﬁ;d’;, mithin im vorliegenden Falle

1 (¥

Y= [}'IJ[I —costis) -4pta(l — Uuﬁ-“';_l - Gpa? (1 — oos?y) - 4a? (1 —cosw)],
, o Ll 3pla vl s 3palt

I ; 3 - Y 3
! L3 [P [ #
[.2 BN & &% - .') T & 81N I&!

Um den zur Verfligung gestellten Raum nicht zu fiberschraiten, mulsten die bei der Unterauchung
der Hotationskirper gefundenen Resultate auf vorstehende wonige Angaben beselriinkt, die nithere 1Un-
tersuchung der EinzelkOrper aber, sowie die Entwicklung der Oberflichenintegrale und die Begriindung
der Formelm, auf welche Fig. Il hindeutet, unterdriickt weorden.

Der genauere Nachweis iiber die benutzte Literatar erfolgt im 2. Teile.

e gl
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