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piu Aujgabe ber vorliegenden Heilen joll ¢8 fein, eine Einteilung bder algebraijehen Oberfldcdien nad)
einem unjeres Wifjensd bisher nody nicht verfolgten Pringipe zu verfuden, weldes, wie ed ung jdeinen
will, alle algebraijden Dberfladen m durdjgreijender unv iiberfichtlicher Peife ordmet, und weldes wm
pecwillen vielleicht nidt gang obue JIntereffe jein diirfte. Die evfle Unvegung zur Aufjtellung biefes
Pringips Haben wiv burc) das analoge Verfabhren von dlteven Geometern® bei ber Eintething algebraijcher,
chener Rurven erhalten. Diefe hoben die algebvaijchen Planfurven nady dben Bweigen geordnet, welde
fih in dad Unendliche evjtrecten. &5 liegt daher die Jdee nicht fern, auch bdie algebraijdhen Oberflachen
nach) den Vlittern, Fichern oder Segeln zu Hafjifizieven, welde fidh in das Unendliche ausbehnen. TWix
haben diejen Gedanfen aufgenommen, und ¢8 follen nun bie folgenden Paragraphen zeigen, wie auf
biefem Wege bie algebraifthen Flachen wirklich vollfidndig einteilbar find, und jwar wird im ecften
Paragraphen das Ginteilungdpringlp fir die Dberfliden n-ter Oronung allgemein entwidelt werden,
widbrend in den dibrigen Paragraphen basfelbe eme Wmwendung auj die Dberflichen der erften Ord
mingen finben foll.

§ 1.
Entwidelung des Ginteilungspringipes fiir die Obevilidien n-ter Ordnung.

Die allgemeine Gleichung einer algebraijhen Oberflidhe n-ter Orbuung jei in der Form
qegeben: 1) httaattaot... + 4+t +1,=0,
wobel t, die Veveiniqung aller derjenigen Gilicber bedeutet, in benen die Soorbinaten x, y, 7 eines Ober
fldchenpunttes, bezogen auf ein Rawmparallelfoordinatenfpitem, in der n-ten Dimenfion vorfommen.
lim 3u erfafren, ob bie duvch bie Gleichung 1) dargeftellte Therflache ingd Unenbliche jtrebt, oder ob fie
auf den endlidhen Haum bejchrintt ijt, fithven wiv folaende Werte ein:
[ x=T 008 @ 608 F,

2) ‘ y==1 €08 (p sin 3,

Z=r 8in ¢;
it dicfem Gleichungdfyjteme ijt unter r bdie Verbinbungslinie des Dberfladenpuntted (x, y, z) mit dem
Stoordinatenanfangspuntte 3u  verftehen, ¢ bebentet den Meigungdwintel diejed Strahled gegen die
xy-Gbene und 9 ift der Wintel, weldher von bder x-Adhje und der Projeftion des Madius auf die
xy-Ebene eingefdlofjer wird. Nach Ginjebung dicfer Werte teilen wir die ganze Gleichung durch

*) Lergleidhe bejonbers: Newton, enumeratio linearum tertii ordinis. 1704
Euler, introductio in analysin infinitorum. 1748.

Cramer, introduction 4 Vanalyse des lignes conrbes algébriques. 1750,




und jegen jdhlieilich) r=oc. @ verjdpwinden dann alle Glieber Mid auj diejenigen, weldie von by Her=
vitfren, Die {ibrig bleibende Gleichung ift der analyéijhe Ausdrud jiir diejenige Surve, weldje bie Ther
fliiche n~ter Ovbnung aus einer Kugeljliche ausdjdneidet, deven Nabind unendlid) grof ift, alfo etiwa
aug dem jdeinbaren Himmelsgewolbe.  FWird bdie zulest gefunbene Gileidung duved) cos® ¢ dividiert,
jo fann ibv folgende eftalt gegeben werden:

3) tg"p + tg" 1 f, (cos F sin &) 4 tg"~2 ¢ £, (cos & sin &) 4 ... + tg* p fi_o(cos &, sin &) +

te g £y (cos &, sin &) + f, (cos 3, sin $) = 0;

hierin ftellt £, (cos &, sin &) eine homogene Funftion von cos & und sin F in der n-ten Dimenjion bax.

Xt 0 eine ungevade Babl, jo wicd fich tz ¢ mindeftens eimmal veell durdy cos & wd sin I
ausbriiden lafjen, die Oberfliche wird mindeftens eine veelle Surve auns ver Fldche der unendlidy grofen
Sugel ausjdneiven, ober mit anberen IWorten, jebe algebratjde Oberfladhe einer ungerabzabhligen Ord
nung wird fi) mindeftend mit eivem Blatte ober Facdie ng Ulnendliche ausbehnen. Wenn bagegen
ber Ghrad ber Gleichung 3) eine gevade Sabl ijt, jo wixd {id) te ¢ nidht inumer veell durch cos & und sin 4
pavitellen [afjen; bie Suvve, weldie cine jolde Fladie aud ber Oberflide der unendlidy arofen Kugel aus:
jchnetbet, faun mmagindr, jie fann aber auc veell fein: mithin wevden bier Fldchen vorhanden jein, weldhe
auf den enblichen Matm bejchrantt find, und jolche, weldye ins Unendliche Hhinausditreben. Denfen wiv uns
nun alle Puntte der furve, welde die Oberfliche n-ter Dromung aus der Flacdhe der wnendlich grofen
Sugel hevausjdyneidet, mit bem AnfangSpuntfe der SHoovdinaten geradlinig verbunben, fo entjteht ein
Segel n-fer Ovbnung, welder rveell jein wird, wenn bdie ausgejdinitterte Kugelflichenturve veell ift, und
toeldher imagindr jein wird, wenn die audgefdhnittene Kugelfladhenfurve imagindr ift.  Auf alle Flle
it e cinen joldjen Segel n-ter Ordnung geben, mag er nun veell, oder mag er imagindy fein. Rady
oer Bejdaffenbeit dicjed Segels, welcher aus ber Oberfliche der unendlich grofien Kugel dicjelbe Surve
wie die Oberfliche n-ter Orbnung ausjdneidet, werden fidh alle algebraijchen Dberfiichen in duveh-
greifender unbd iiberfichtlicher TWeife flajjifizieven lafjen.

Wm die Gleidhung diejes Kegeld n-ter Drdmung Fu finben, multiplizieren wir die GBleichung 3)
mit ™ cos™ ¢ 1nd jefien die Werte fite v cos p co8 o, r cos g sin & unbd r sin ¢ qus dem Gleichungd
fojtemn 2) vitchuwdrts twieder cin; ed ergiebt Jich jo:

4) zo 42 (xy) () 2 e ) F 2 fai (k) + fu(x, y) =0,
wobei f, (x, y) cine homogene Funftion n-ten Gradbes von x, y bedeutet.

Lipt fic) diefe Gleichung 4) in rationale Fattoren niedeven Girabes, von denen jeder in Bezug
auf x, y, % Gomogen jein muf;, nicht evlegen, jo ftellt fie cinen cigentlichen Kegel n-ter Ovbuung dar
weldher in Segel nicderer Ordnungen nicht jerfillbar ift.  Wenn aber eine joldje Sevlequng miglich ift
jo wird Jie vepvdjenticven fonuen:

cinen unzerlegbaven fegel (n—1)ter Orbmung wnd einen foldgen 1. Orbnung,
einen ungerlegbaven Stegel (n—2jter Ordbnung und einen folden 2. rdbuimng,
cinen unjerlegbaren Segel (n-— 2)ter Ovdnung und zwei Kegel 1. Drdbmung u. . w.
Tarum werden jid) aud) dbie Oberflihen n-ter Orduung in joldhe Gebilde einteilen (ajjen,
bei bemen die jugehirige Regelgleichung n-ter Ordmung davftellt:
A) einen unzerlegbaven Segel n-ter Orbnung,
B) einen ungevlegbaven $tegel (n—1)ter Ordbnung und einen Stegel 1. Drduung,
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C) einen unjeclegbaven $tegel (n—=2)ter Ovbnung und einen jolden 2. Ordnung,
D) einen unzeclegbaven $tegel (n—=2jter Drdnung und zwei Kegel 1. Ordbuung,
BE) einen unzerlegbaven Stegel (n—3)ter Orbnung und einen joldgen 3. Drdnung,
F) einen ungerlegbaven Kegel (n—3)ter Orbnung, emen joldjen zweiter Crdnung und cuien
Stegel 1. Orbnung,
G) einen ungerlegbaren $tegel (n—3)ter Ordmumg und drei Segel 1. Ordnung
1. j. . bi3
Z) n Kegel erjter Orbmumg.

Dbiwohl der durd) bie Gleihung 4) ausgedriicdte Segel n-ter Ordnung derfelben Kurve wie
bie durd) die Gleichung 1) bavgefiellte Oberflathe n-ter Orbrung juftvebt, weldje dieje aud der Ober
fitiche Der unendlich qrofen Sugel ausjcdueivet, fo barf Ddiefer Kegel im allgemeinen dod) nicht als
Ajymptotenteqel fiiv die Dberflicdhe n-ter Orvdnung angefehen werden, dba bie Spite desjelben irgendin
tm endlichen Mawme Legen fann, aber nicht notwendiger Weife im Anfangspuntte der Stoordinaten liegen
muf; er wicd aber povallele Rage sum Ajpmptotenteqel ber Oberfldcye n-ter Srdnung haben, und darum
wird feine Fovm mit der des Afymptotentegels iibeveinjtimmen.

TWir gehen jeht daju iiber, dad entwidelte Einteilungdpringip anf die Oberflachen der exjlen
Drbinungen anjumenoer,

§ 2.

Ginteiling der Oberflidien 1. und 2, Ordmtng.

Die allgemeine Gleichung einer Oberflacdhe 1. Ovdnung lautet:
B, Xx+a,y+a,z+a,=0
Sefien wir, wie oben angegeben: I X=T 008 ¢ co8
Y==T COS p 8in «,
‘ Z%==T 8l (p,
teilen Dievauf bie Gleichung duveh r und laffer v diber alle Guvenzen wadhfen, o vejulticrt als Gleidung
berjenigen Linie, welhe die Flihe 1. Oronung aud der Oberfliche der unendlich grofen Kugel

herausjdjueivet: 4, €08 ¢ cos  + a, cos ¢ sin & + a, sin g =0,

Denfen wir und jebt alle Punfte diefer SKuvve mit dem nfongspuntie der Koordinaten
gecadlinig verbunden, jo entfteht der SKegel 1. Drbnung, deffen Gleichung daduveh gejunbden wivd, bdaj
wir bie suleft gefundene Gleichung mit v multipliyieren und fiic r cos ¢ cos 4, r cos ¢ sin & und r sin g
pie frihecen MWerte einfeben. Uuf diefe Weije wird als Kegelgleichung 1. Dvomumg evhalteén:

a, x4a,y4a,z2=0 :

Sie jtellt eine Ebene dav, welche fich vermittelit Drehung des Koorbinatenjyjtems durd): X =0
ausbriicken [dgt.  Jn bicfem nenen Syjtem wivd die Gleichung unjever gegebenen Obexfliche 1. Dud
ning: X 4 a, =0 heipen. Duvd) Veyfehicbung ves Unfangspunttes der Soovdinaten auf der x-chje

um die Strecte 4, witd fidh dic Gleichung der aegebenen Flache hliehlich auf: =10 guridfiihren

laffen. $ievaus cchellet, dafi ed nur eine cingige Oberjldchenart der 1. Drdnung, ndmlidh die Ebene
giebt. —




Die allgemeine Gleidhung ver Fliden 2. Ordnung fom in der jolgenden Geftalt gejdyrieben
werben:

)a,x* 42, xy+2a, 2x+a,¥y +2a,, yata,z"+ 2(a,, X+ 85 F + 845 2) + 55 =10.

Berfabhren wir dhnlid) wie vorber, jo loutet die Gleichung des fegeld 2. Sedmung, nad) weldhem
wir die Flicden 2. Ovomung Hajfifizieren:

2)a,x' 2 x5+ 2, sx+a,y + 2, y5+a,2"=0, ober
8y, X 425, 5) & \’/[_“31 S ‘!'l_t-l_\ﬂq: 2_{"-!2_%:]:;1 ;““12 By ) XY + (39, : _:L:-.‘.-_a-ﬁ_:l J 1r4
By
3t ber NRadifand fein vollfommenes Duadrat, was der Fall fein wird, wenn
(8 89y "+ 8y 8y, * 85 8y, " —ay, Ay, 8, — 20,0 85, ag,)
verjchieden von Stull ift, jo wird der duvd) die Gleichung 2) ausgedriidte Seqel unzerlegbar jein. Jjt dagegen
oer Habifand ein vollfommenes Cuabrat, wad ftattfindet, wenn
B8y g a a8t a0, 0, — 2a,, 8y, 2y, =10
ift, jo wird fich bie Kegelgleichung 2) in zwei imagindve ober veelle Faftoren vom erjten Grade er-
gledern laffen, oder mit anberen TWorten, die Gleidung 2) wird zvel imagindve oder veelle Ebenen
parjtellen.  Davum werden die Dberfladen 2. Ordmung in wei Gejdledter ecingeteilt werben fnnen:
bas Giefdhlecht A) wird bdiejenigen Flachen enthalten, Dei bdenen bie Gileichung 2) einen
ungevlegbaven, elliptijchen Segel vepvijentiert, und
pas Gejchlecht B) wirb jolche Flachen umfajien, bet denen die Gleidung 2) jiei Ebenen baritellt.

Um bie Kegelgleichung 2) auj ibre einfachjte Fovm zu bringen, drefen wir dbas Koorbinaten-
ipjtem , jo bafy die Koejfizienten von x y, y z und z x verjdpwinden. Die jo umgejormte Kegelgleichung
mige heigen: 3) LX*+MY?*+NZ*=0,

Sind alle dbrer Kocffizienten von X2, Y2, Z* von Null verichicden, fo ift der dbuvd) die Glei-
thung 5) ausgedriictte Kegel ungerlegbar; wenn aber ein ober jwei Kocffizienten verjchwinben, jo ijt der
Segel i Ebenen zerlegbar.

Bum Gejchledit A) gehbren zwei Segel:

I) A*X24 B?Y? 4 C*Z%=0; ber imagindve, elliptijche Kegel, von dem muv der Scheitel:
X=Y=2Z=0, veell ijt, und
) A*X*4+ B*Y?*— C*Z2*=0; ber veelle, elliptijche SKeqel.
Jn der Kegelgleichung I) haben alle drei Koeffizienten gleiched Vovzeiden, in der Gleichung II) nicht.
Dad Gejchlecht B) enthilt drei fegel:
II) A*X*®4 B*Y?=0; ywei imagindre Ebenen, bei denen nur die Schnittfante: X =Y =0,
veell ift,
IV) A?X® — B*Y?=0: swei veelle Ebenen, welche verjdiicden von einander find, und
V) X*=0, zwei reelle, sujammenfallende Ehenen.

Jn der Gleichung 1) ijt ein Soeffizient 3. B. der von Z? gleich Null, bie anberen beiden
haben gleiches Vorzeichen; bei IV) ift ein Koeffizient Null, die anberen beiden befien ungleiches Bor:
seichen, unb bet V) find swei Koeffizienten 3. B die von Y* und 242 qgleich) Null.

Degwegen [affen fich alle Oberfldchen 2. Oromung in fiinf Familien ordnen. Die allgemeine
®leichung der erjten Familie wird lauten:

A'X? 4+ B*Y? 4+ Q2+ 2(DX +EY4+FZ) 4+ G=0,
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welche burd) Vevlegung des Unfangspunkted der Soordinaten in:
a'f*4 byt P h=0,

fiberaebt. Dureh entjprechende mbilbung wird bie Gleichung ber zweiten Familie heifien:
a?Ef 4 bl — e+ h=0,

Die Der Dritten wivd fein:
a8 by 4 2L+ h=0,

Die ber pierten: :
AEL— bz;i'.* +2c{+h=10

E'42an 4+ h=0.

unbd bie dexr filnften:

Die erjte Familie umfaft:

1) a?&* 4+ b*y* 4 22+ k2=0; bas imagindve Elipjoid, welches feinen veellen Puntt Hat;
2) a2 & 4+ b2y 4 22— k2=1(); bdag veelle Ellipfoid, und
3) a? B2 4 b2 g2 4 2 2=0; den imagindren, elliptijchen Stegel, von bem nur bie Spike vecll ift.

Die zweite Familie enthilt:
4) a2 4+ b2y —ct 2 4 k2 =0; dad zweifade Hyperboloid;
H)atE 4+ b2y —c*®—k*=10; dnd emfache Hyperboloid, und
6) a2 £2 + b2p2 — 22 =0; den veellen, elliptijchen Segel.

Die dritte Familie wicd gebilvet:

T) a2&2 4+ b2yp? 4 2¢8=0; von dem elliptijchen Paraboloide;
8) a2f2 4+ h? :-,--+ =(0; von bdem imagindven, elliptijhen Cylinder, weldyer feinen veellen Yunft
befibt,

9) a2 &2 + b2 2 —k?*=0; von dem rveellen, elliptijchen Eylinber, und
10) a2 £2 4+ b2 5* =0; von vei imagindren Ehenen, tweldhe fich fdyneiben und bei denen nuv die
Sdnittfonte veell ift.
Aur vierten Familie gehiren:
11) a2 &2 —b2 52 + 2¢5=0; dad hyperbolijdje Paraboloib;
12) a2 &E2—h2 »2 4+ h=20; der hyperbolije Eplinder, 1und
13) a2 &2 — b2 g2 =0; zwei veelle Ebenen, weldie fich jchneiden.

Der flinften Familie find jugeordmet:

14) &2 + 2an=10; ber parabolijthe Eylinder;

15) &2 4 k* =0; zwei tmagindre Pavallelebenen, welde feine veellen Punkte haben;
16) &2 — k2= 0; zwei veelle Pavallelebenen, weldye getrennt von cinanber liegen, und
17) E2=0; swei veelle, sujammenfjallende Bavallelebenen.

Dbroohl die viumlichen Gebilde 1), 8) und 15) in Wirkhchfeit nicht daxjtellbar find, jo diirfen
fie bei der Anufzihlung ebenforenig weggelafjen werden twie die imagindren Wurzeln einer algebraijchen
Bleihung. Jmn gangen gicht e8 aljo (22* 4 1) Oberjlichen 2. Orduung; die drei erjten jind auf den
enblichen Mawm bejchrdntt; die fibrigen exfivecten fich bis in dbag Unenbliche.
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Klaffifitation der Oberfladen 3. Ordnung nad) der Bejdnjfenheit ded fubijden Segels.
Transformation der fubijden Kegelgleidiung auf die einjadijte Form.
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Die allgemeine Gleichung der Oberflacdhen 3. Drbnung lautet:

1) a,,, x* 4 8a,,, X2y +88,,, X22 + 38,55 XY? + 68,5, XTZ + 38,5, X282 a4, ¥ + B, 722 +
+ oy, Y22 + ayy, 24 B (a5, X2 205, X ¥ o+ 2055 X2 + 855, 72 + 285, Y2 A 85, 22)
+ 3 (859, X+ 8503 ¥ + g5 Z) + 8509 = 0.

Benupen mwiv auch bier dad in § 1 erwihnte Verfahren, fo werden fich alle fubijden Dbev
jlichen noch) der Bejdaffenbeit desd Kegels einteilen laffen, welder dburth die Gleidnng:
2) a,,, x*+3a,,, 22y + 3a,,; X2z 4 Ba,,, xy* 4 Oa,,, Xy2 4 Ba,,, x2® - a,, 77 + Ba,,, yie +
+ By TE2 8y, 25 =10
bargeftellt wird. Offenbar find Hier drei Falle moglich. Die Gleichung 2) ift entweder in Fafforen
nicbeven @vabes nidht zerlegbar, ober fie ift in zwei Faftoven zerlegbar, von benen Der eine in Begug
auj x, y, z homogen und vom jweifen Givade, der anbere vom erjten Grade ijt, ober enbdlid) fie ijt in
orei lineave Saftoven zelegbar. Davum [ajfen jich alle Dberflichen 3. Orbnung in drei Sejchlechter
flafjifizieren:
Tas Gejhledit A enthilt bdiejenigen SFlachen, bet benen bie Gileichung 2) einen unzerleg
baren .\icgrl 3, Drbnung darjtellt;
pas Gejdylecht B umjopt jolche Fliachen, bei denen die ®leichung 2) einen wnzerleaboren
Segel 2. Ordnung und eine Ebene veprdjentiert, und
pns Gejdhledit C begueijt foldhe Fladen i fich, ber denen die Gleichung 2) brer Ehenen
ausoriict
Wm sut evfabren, wenn der duvch die Gleichung 2) davgejtellte Segel in Segel niebeven Grades
aerfillt, jihueiben wiv ibn durch vie Ebene
3 ax+gfy+yz=0
b unterfuchen die Projeftion diefes Scnitted in der yz-Glhene. UE Gleichung diefer Projeltion wird
erhalten:
4) y3 (8., A7 —B8a,,, ¢ B2 + 30, ¢*B—8,,, ") +
+ 3y2ula,,, f%y—2a aefy—a, ¢ o vat 4 2a,, e?f—a,, ) +
4+ 3yz? (8., Byt—a,,, 1P e—2a cefy+ 2a,7a o, e f—a,.. ¢ +
+ 2% (8 " — 38,5 ple+ 30,4, ¥ @ —ag,, of) =0.
Diefe Gleihung jagt aud, dah bie Ebene 3) ben fubijchen Kegel 2) vm allgemeinen n drei

geraben Linien {dueidet; fie lehrt aber audy, daf Ddiefer fubijde Kegel i Segel niebeven Grades jzer-
fallt, wenn jolche Werte fitv «, 2, y gefunden werben [nnen, welde gleihzeitig die Gleidhungen:

85, 38 —38a,,, ef?2+3a,,, c2f—a
By B2y —28,, afy—a, ., a4 a5, y ot +2a,, a?f—ay,, ¢’ =0,

VY R ) o ap Dy ARl | ¢ - L
81y P B0 ¥P e —20 08y + 20, Y0 85, €0 fF Ay " =1,

REaoe —1l;

)

VB8 e+ 88, ot —a,, at=0,

i 1187

111 :’J:
bejriebigen. Stonnen bageqen feine MWerte fliv e, 2, ¢ gefunben werden, die dem Gleidhungsipjteme 5)
aleichzeitia @enitge letften, jo ift der fubijche Seqel in Regel nieveren Grades nidhyt zevfallbar, er ijf cin

cigentlicher $tegel 5. Ovbnung.  Wiv beginmen mit der Vetvachtung des lelteven.



Um bdie Gleichung bdiefed unzerlegbaren Segeld auf die einfadhite Form zu bringen, wihlen wir
bie jchneidende Ebene 3) jo, daf der Stegel in brei jujammenfallenden, gevaben Linien gejcynitten wirb.
Dies finbet jtatt, wenn bdie linfe Seite ber Gleichung 4) u einem vollfommenen Fubud gemadht wird.

Die Vebingungen bierflir finb:
(19 B2y —2841s @ By —8gga «ff? + 820 yo2 4 a5 0’f — 895; ) =

== (ﬂm B384y af*+ 38y, ﬂ".'?'—'a-zn Sy (Aggq y®— a4 }”U“I"Salsa ya!—fyga %)

| I (s By — 12 y? .o — 2003 ¢ f 72023 7 @2 8455 €2F — 35 )P =
= (8494 8" —Bay12 0 B* 4 Baypy af—0y, @°). (44 7" — Bagga y2a 4 Bagay y @2 — g5 0”2,

Denfen wiv ung biefe dreifac) bevithrendbe Ehene bejtimmt, jo wabhlen wir ein neued Koorbi-
natenfyjtem von joldher Art, dafy die dreifac) beviihrende Gbene yz-Ebene und die dreifache Tangenten:
fante z-2Udjje wird. Die jo umgejtaltete Gleichung lapt {id) donn in folgender Fovm fdreiben:

) (AX4+BY+CZ3.X4+ (DX4+EY). (FX242GXY 4 HY?)=0.

Diefe Gleidhung it fiiv bie Jnterpretation im allgemeinen die empfehlenswertejte, auf welde
fich der ungerlegbave, fubifdhe Segel juriidfiihren [dft, wenn nur vedtwintelige Roorbinatenadyfen ange-
wenbet werben: fie -witd aber duvd) WUnwendung diciwinfeliger Achien nod) wefentlich vereinfacht.
Denn wird gejet:

: | X =X’ sin w,
) l Y=X"cosw+ Y wobei tg w =—
jo verwandelt fid) die Gleichung 7) in:
0) (A'X' B YFCZ2 X'+ Y (F'X2 426 XY +H Y'2)=,
und wemn nun yeiter:

i,

o=

I X'= Eginy,
10) Y'—=npeiny,
l L=~Ecos 4+ neosy+L
gewdblt wirb, wobei die Veziehungen gelten:

s L

’I;g'ip:—i.
1) o
ltg“[:-—'ﬁw

jo erfdeint Die fubijde Kegelgleihung in ihrer einfachijten Form:
12) (&2 4 2bén+4cep?). n4+hi2E=0

Ehe wir mun ur Crovterung bdiejer Gleidhung ibergehen, moge ein Beifpiel in Dbeftimmten
Sablen den Gang der Tranzformation veranjhaulichen. Die Gleichung eined RKegeld 3. Ordnung in
rechtiwinfeligen Roorbinaten moge heifen:
14x? + 3 5x2y —3.80.x22—8.6xy2 —6.2xyz+ 3.4 x22 +-43y3 —3.2y%z—3.2d y2? 4 823 =,

Die Aebingungen bafiiv, dap die Gbene: ax 4 gy + y2==0, den RKegel in drei jujommen-
fallenben, gevaben Linien bevitfrt, find:

(14 27— 10efy + 30 f2—6ya? —4 a?f+2a3)} =
I — (1493 —15ap? —18a?f —43a%)? (1443 +90y%a + 12y a? —8a?),
l (14842 —54%a + 60y —4ya? +4a?f 4 24 )3 =
= (148" — 15 f? —18a2g — 43 a?).(14y* +90y2a+ 12y a2 —8a?)2,
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Diefe beiben Bebingungsdgleihungen werden befriedigt duvch:
[ =2a,
1 y=—2u;
barm ift: x4 2y — 2z=0, cine dretfach beriihrende Ebene in ber Kante:
[x+y=0,
|l y—2z—0.
TRird feut diefe Rante zur newen z-Achfe und bdie dreifach beviihrende Ebene jur neuen yz-Ebene

etodflt, jo entfteht: e
A ! (3X2—Y2). Y + 472 X=0,

cine Gleichung, weldye einer weiteren Umbildbung nicht mehr bebarf.

Diufig gelingt die Veftimmung dev dreifach beviihrenden Ebene nidt jo leidyt; durd) ein- ober
;,mcinmitgﬁ Drefung deg Koordinatenjyjtems um die x-, beziehentlich um die z-Uchje lajfen fid) aber
bie Soeffizienten von z® und yz? zum Verjwinden bringen, wodurd) bdie Vedingungsdgleichungen 6)
fefie bebentend vereinjadht werben.

! {3 4.
5 Non den fiinf ungerlegbarven Segeln 3. Orbdnung.

TWir gehen nun jur Unterfudhung der Gileichung:
(aE*4+2b&n +cn3).n+h te E—)
iiber. Schyreiben wir fie in folgenber LWeije:
- " -gn§=+21}§:;+é:;=:.e,=
jo echellet, dafs die E-Gbene durch die Mitten devjenigen Sehnen geht, weldhe ur L-Achje pavallel ge-
sogen find; die Ep-Ebene it daher Durdymefjerebene.

Um die Geftalt ber verjdhicbenen, ungerlegbaven, fubifden Regel ju beftimmen, weldje duvd)
bie eben angefiibrte ®leidhung davgejtellt werben, bedienen wiv uns einer Hilfdfugel, weldje fonzentrijd)
sum Regel liegt und den NRabiud 1 befist. Kugel und Kegel werden fid) in einer gewifjen Kuvve
jchmeidben, beven Form von der Vejdhaffenbeit ded Agqregats: (a £2 4 2b En + cy?).x, abhingt; folaende
#dlle werben bier ju unterjcheiben jein:

) [E242mEn+ (m?4n2).92].9g+hi2E5=0;
bie von £ freien Glicber beftehen aud einem veellen und pwei fompleren Faftoren; ein derartiger Segel
jhneidet qug ber Hilfstugel eine Schlangenlinie hevaus, welche in fich uvitckldnft; jiehe Fgur 1, Tajel I;
mithin bejteht diefer Eubijche Regel aus cinem Blatte,
2) (p4+mé&) (p+nd.y+hi2l=
bie bon £ freien ®liebev beftehen ausd drei veellen Faftoven, weldje verjdjicden von cinander find; ein
-folcher Regel fchneidet aus ber Dilfdtugel aufer einer Sdylangenlinie nody zwei Cilinien Hevaus, welde
biametral gegeniiber liegen; fiehe Figur 2, Tafel I; daber wird diefer fubijhe Regel zweiblittvig jein.
3) (p+m2 &).y2 + k2. L2 E=0;
die von { freien ®licber Gejtehen aus wei veellen, gleichen und einem veellen, ungleidjen Faltor; die
Borzeichen der Kocffizienten von Ey? und 52 find einander gleich). Die Hilfstugel hat mit einem
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derartigen Regel cine Schlangenlinie und zwei Eingelpuntte gemeinjom, welde etnander diametval gegen-
fiberliegen, fiehe Figur 3, Tafel I; vaber bejteht ber fubijde Kegel aus einem Blatte mit jdhlangen-
jormiger Bafis und aus einer Eingellante,

4).(n—m? &), n2 k212 E=);

bie von & freien ®lieder zerfallen in zwei rveelle, gleiche und cinen veellen, ungleichen Faltor; Die Bor:
seichen der Roeffisienten von &2 und &L find nidht gleid). Der Kegel jdyneidet aus ber Hiljstugel
eine verjdleijte Qinie heraus, die in fid) juviictliuft; fiehe Figur 4, Tafel I; davim ift Dbiefer ftubifce
Stegel audy verfehleift und befibt eine Doppelfante.

o) n¥4-hL25=0;

bie bon © freien Glieder find in drei veelle, gleiche Faftoren zerlegbar. Der Kegel hat mit der Hilfs-
tugel cine Rurve gemeinfam, welche in fid) zuviiclinjt und welde jiwei. dametral gegenitberlicqenbe Miiel-
Fehrpuntte befist; fiehe Figur 5, Tafel I; daber ift biefer fubijdje Regel einblétivig und Dot eine Hiid-
fehrfante.

E8 witd nidht diberfliijfig evjcheinen, einige numerijdhe Beifpiele eimjufiigen; der Einfachheit
weqen mbge dbad & », £- Koordinatenjyftem redhtwinielig vovaudgejest werden.

St jo with @
1. Beifpiel. — B
- s 909 + 90° TWenbdung
4 (& + 97— §=0. g5 | e
Wird hier a0 | + 78
I &= cos .cos 3, 75 + 75
5 == cos . sin i, 70 _ + 73
L =sin g, 65 I |
qewdhlt, jo entfteht als Gleichung devjenigen Linie, 60 + 69
welche der gegebene, fubijche Regel aus ber Hilje- 55 + .67
fugel mit dem Nadius 1 hevausjdyneidet: 50 [HEEE (65
AENTE 45 | + 63
tgp=12 | tg 40 i + 61
Damit twit die Form dicjer Sehmitthurve fennen 35 | + 50
{ernent, entwerfen wir und eine Eleine Tajel und 30 [ =k 57
lafjen & in Jntervallen von 5 ju 5 Graden fort- 25 | + 54
ichreiten; die Werte von ¢, weldye Dber einzelnen 21" 28"°15" 51° 26" 10" Wenbung
9 entfprechen, geben wiv auj ganze Grabe abge 20° | + 50°
yunbet an, welde Genauigteit unjerem Jwede voll- L5 ! T 46
ftindig qeniiat; die fphirifehen Koordinaten der aus- 10 + 40
qeseichneten Puntte vedmen wir bi8 anf gange 5 + 31
Sefunben, 0° . 0°
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iiir negative & ijt ¢ imagindr. Die Gleidjungen fiix bie Wenbungstangentencbenen finb:

= +3. E‘TS—S] [£Vey3—3+3.9],
‘E=~ |/ ;ffs—aj le:lay 3—3+4+8.4]
Denfen wiv und nun jeben Punft ber Schnitthurve auf der Sugel mit dem Sentrum ver-
bunben, fo entjteht der gejuchte, fubijdje Segel.
Als 2. Beifpiel wihlen wir dad aud dem verhergehenden Pavagraphen:
(882 — %) n+482.5=0.

Die Gleijung ber gemeinfamen Linie von Kegel und Hilfstugel mit dem Rabiug 1 ift:

tgp =+ |/ tg  .sin (9—60).sin (3 + 60)

) rp F i
a(° |+ 90° .'Bmtrmrq — 15° . i 230 Wenbung
85 + 50 20 | +26
80 |+ 48 _ 25 | +a7
75 | + 40 — 30 | + 28
70 |+ 81 — 35 |+ 28030
68°31'45" | + 28°30‘ 28" Weudung — 40 ! ;: 2g0
659 |+ 210 =i i T 97
60 0° — 50 |+ 24
59° 59/ 59" l — 85 | +19

S imagind — 60 ' 0
0° 0" 1" ‘ —60° 0’ 1"
00 0° : R
Hmaarat,
50 F 149 — 899! 11“9" )
=10 + 20 - g0o + 900

Die Gleichungen fiiv bie Wendungstangentenebenen finb:

l¥:+§--lf3+2]/§.[§l"3+ V3a—q V3]

L]
1
=—3.y F%IEFS—I—:&I% y V3 |
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3. Betfpiel. (E—n I{’?} .n? 42 E=0.
Die Gleichung dev Sehnittturve von RKegel und Hilfstugel lautet:
tgp =t sind l/rm ;‘g':m
& 2 3 v
90° + 900 ﬂ*hnhlmn, 3793521 |+ 18° 59" 2” Wendung
85 +72 350 e 11¢
80 + 64 30 , 0ne
75 + 58 20050'59" |
70 £ 52 s imaginir.
65 |4y 0° 0" 1” ]
60 | T 41 0¢ ; 0Y Gingelpuntt
55 + 35 2. f}ﬂ 0’ 1” [T
50 + 20 [ ¢ imagindr
45 + 23 afro 59’ 9“ |
40 + 17 —_90° |+ 90°

Dic Sleichungen der ‘Iﬁuimunq'tﬁuq,cntﬂlehmtm find:

§=
I +1° Fe— g,

1;=—Fz|g¢'— %5 ]-
4, Beifpiel. (E+n -ll,a's_]l,;.z_gtzf:#ﬂ;
Die Gleichung der Schnittburve von Stegel und Hilfetugel Heipt:
_ /sin (& + 30)
tg p = + sin &.l,f’ T
o ] ff‘ & Uy
ag° + 90° MWendung 150 + 12° Bendung
85 + 73 10 Eo b
80 + 66 5 il 4
75 + 62 1] 0% Snotenpuntt
70 + 58 — b a5
65 + 54 - 10 + 6
60 + 51 — 15 T
55 + 47 =90 F 8%
50 + 43 — 25 F 7028
45 + 40 S 0°
40 + 35 —= 3000 i1
35 + 31 : tmagindr,
80 + 27 s w 59'50" |
25 .—.F: a9 — ane ¥ v
20 + 17

Die Gleidyjung ‘i:m Wendungstangentencbene ijt: E=0; bie beiden andeven bdreifach berithrenden
Ebenen gehen durd) die fnotenfante; ihre Gleichungen lauten: p=+ & }’9,

I =— &}
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5. Beifpiel.

n*—L? E=A0.

(nt

Die Gleichung der Schnittlinie von Segel und Hiljstugel ijt:

tgp =% sin § | tg o

o | i g /¢
a0 ° |+ g0 Tenbung 30° [ £ 21° TWenbung
85 + 78 25 | +:16
20 + 67 20 2 il I
5 + 62 15 4+ 8
70 =+ b7 10 + 4
65 + 58 5 + 1
G0 + 49 0 0° Riidtehrpuntt
55 3+ 44 ~ovgae
50 + 40 Gy ¢ imagindr,
45 + 35 — 89050’ 59" |}
40 + 30 — 90° + 90°
a5 + 26

Die Gleihung der Wenbungstangentencbene beifit: £=0; bie {ibrigen dreifach beriihrenven
Ebenen fallen zujommen; fie gehen duvd) die Niidfehrfante; ihre Gleidhung ijt: L= 0.

§ 5.

Ginteilung der Dberfiidien 3. Drbnung in Familien.

Wir hatten in § 3 fenmen gelernt, daf die Oberflidhen 3. Ordbnung in drei Gejd)ledyter jer
fallen, Das Gefdledit A umjaft joldje Gebilde, bei denen die Gleichung 2) in § 3 einen unjerlegbaren,
fubijchen Segel darjtellt. Da e8 nun nad) dem vorhergehenden Pavagrapfen fiinf verjchicvenariige,
fubifehe Stegel giebt, fo fann dicjes Gejchlecht in fiinf Familien geglicdert werden. €5 bleibt nun noch
iibrig, auch die Gejchlechter B und € in Familien ju teilen. Ohne Schwierigleit evgicdt fid) jolgenve
Ynordmmg: Tas Gejdylecht B wird von vier Familien gebildet; Hierher gehoren alle die Dberflicyen
3. Drbnung, bei demen die jugehdrige, fubijdhe Segelgleichung reprdfentievt:

1) E(a? 2+ b2 y2 +¢202)=0;
cinen unzevlegbaven, elliptifchen, imagindren Stegel und eme Gbene;
2) E(az E2—b2n2—c? £2) =10;
einen unzeclegbaven, elliptijeen, veellen Segel und eine Ebene, weldhe den Kegel in zwel imagindren Kanten

jchneivet; ; 2
jchnetbet 3) & (a2 24 b2 y2—c? [2)=0;

eien unzevlegbaven, elliptijchert, veellen Reqel und eine Ebene, weldje den Segel m ._:Iim’i veellen, vers
jchicbenen Santen durdybringt;

4) E(a &2 +bn2+ 2L E)=0:
einen unzevleqbaren, elliptijhen, veellen Segel und eime Ebene, welde bem Segel in zwei zujammen-
fallenden, veellen Ranten beriifrt.
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Dag Gejdhleht C enthilt jechs Familien, denen joldhe fubijche Dbevilichen zugeordnet find,
fiei Denen Die augehbrige Seqelaleichung darjtellt:
1) (a? £24-b2 9?) {=10;
cine veelle und wei imagindve Gbenen; die veelle Schnittfante der imagindrven Ebenen liegt micht in
ber veellen Ebene; 2) (a2 &2 4+ b2 92). E=0;
eine reelle und jwei imagindve Gbenen; die reelle Schnittfante Dder imagindven Ebenen befindet fich m
ber vecllen Ehene;
3) (a2 &2 —Db2y2).f=0;
bret veelle Ghenen, welche i) in brei verjdjiedenen, veellen Stanten jdyneiden;
4) (a2 &2 —h2y?).E=0;
ovei reelle Ghenen, welde verjehieben von eimander find und jicd) in einer cingigen Kante jehnetven;
5) E2q=10;
drei veelle Ebenen, von bdenen jwei jujammeniallen;
6) £ =0;
prei veelle sujommenfallende Ebenen.

Sm gangen fonnen aljo alfe Oberflichen 3. Ovdnung in 15 Familien geteilt werden.

®s follen wun ier nicht alle Arten aufgesdhlt werden, welde den cingelnen Familien ange-
hioren — bamit fiinnte ein ganger Band ausgefiillt werben — nur von einer Familie migen ihre Mrten
burchgegangen werden, und zwar von derjenigen, bei welder bie Glicder ber 3. Dimenfion fiiv fic) be:
traditet Drei jujammenfallende, veelle @benen barjtellen.

§ 6.
ujsihlung derjenigen bejonderen Fliden 3. Orduung, deven @lieper der 3. Dimenjion {id
auf x? uviidfithren [njjen.

Die allgemeine Gleichung joldjer fubijder Fldchen, bei denen jid) die Glieder der 3. Dimenjion
auf x® vedugieven lajjen, wird bie Fovm Haben:
1) x* 43 [ag,, X + 280,, XY + 285, X7t yag ¥ 2800, Y2+ 804457+

+ 3 [8494 X + 8902 ¥ + o013 2 + 8500 =,
wobei bad Koordinatenjyitem rechtwintelig voraudgejetit werben darf.

Wir tronsfovmieven jeBit jo, daf

X—X
yv=7Ycosa—7sine,
z=1Y sin a 4+ Z cos ¢,

2)
2a
P e - 1] A
== Agay—Spgy
ijt; e8 verjehwindet alébamn ber SKocffigient von Y 4, Die neue Gleichung hetfe:
B) X3+ 3.[bg,y X2 +2by,, XY +2bgys XZ4byys Y2+ byyy 42] + l
+3 ¥ lhllﬂl ‘\ + huu: ‘lr + !’u 03 z| + lJ'rJ o0 ="-'“.-

nno wenn nun




- l'.; —_
I X =X'sing
Y—X'.cosf.cosy+ Y,
I.-:’, X'cos 8.siny + %',
qefet witd, wobei 8 von Null verjdyicben fein muf, jo entjteht:
5) X% sin? 848 X2 [b,,, sin?f 4 2b,,, sinf.cos . cosy + 2b, 4 8in 8. cos #.8in y +
+ byys cos? 8. cos? y 4 b, ,, cos? #.sin? y] + 6 X'Y [b,,, 808+ b,,, cos.cosy| +
+ B8X Z .[byyssinf + byyy cos@.siny] + by, Y24 8beyy 22+ 3X' [by,, sin g +
+ Byos €08 B.008 7 + byog €08 B.5in 7] +8bg gy Y 4+ 3bgos 2+ bjoe =0
Sinb fowohl by, ald audy by, , verjdieben von Null, jo bejtimmen wiv # und y jo, daj bie
Stoeffigienten von X' Y’ und X’ Z’ verichwinben; e bleibt bann ewe Gleichung von folaender Geftalt

fibuig: 6) X3 +AX24+BX +C+D (Y +p)?+E@ +»)2=0,
weldye durd) Verfdhiebung ded Koordinatenanfonges entiveder in:
A) E(E2 422k b)=hiy? k2L,
B) E(E2+2ak+b)=hn? — kL%
iibevgelt. Die Lage dev - und L-Achje fann Hierbei vechtwintelig angenommen werben, bagegen ijt bie
£9chje jur pC-Ghene im allgemeimen geneigt. Die Gleichung A umfaht jolde Dbexfldchen, bei denen
bie Senitte, weldje parallel sur nC-Cbene gefithrt werden, Ellipjen, begiehentlid) Punkte jind; wabhrend
bic @leichung B diejenigen Fldchen enthilt, bei benen die Ebenen, weldje ur 7L- @bene pavallel gelegt
find, Hyberbeln ober ywei fidy jdmeidende, gerabe Linien ald Sdmittiurven liefern.

Feflen ein ober mehrere Roeffizienten in der Gleichung 3), jo lauten die in entjprediender
Weije umgeftalteten Gileichungen:

4)

ober in:

P fa=byt4cl§
C) I !—h','= +'c*:.-
les — b +ot;
E(E24-2a E4 b)=cy?,
I £ fa=bky,
l E=huy;
E) E(82+2a&+4 h)=0.

Dos Syjtem der Gleichungen C ift im allgemeinen auf ein jolches Stoordinatenjyjtem bezogen,
bei welchem alle Achjen fchief su ecinander ftehen. Die durd) bicjed Syjtem dargeftellten Fldchen find
jo bejdjaffen, dafy die Ghenen, weldye parallel zur yE-Ebene verlaufen, Pavabeln, bejiehentlid) gevave
Qinien ald Scnittfurven geben. Das Syftem D liefert Eylinder und bie Gleichung E umijaft parallele
Ebenen.

e IW

oy

Bei den Gebilben, weldhe durc) A und B analytijd) ausgedriidt werden, ift unmittelbar eryicht-
lid, bafy bie !:'-‘}’Id;pﬁ' ber geometrijche Dt ber ‘JJJhliclpnnﬂc ber Ellipjen, begiehentlich der Hyperbeln ijt,
weldje entftefen, wenn bdieje Flichen pavallel sur n-Gbene gejdhmitten werben. ede Ebene, mweldye
purdh die £-Ebene gebt, ijt Durchmefjerebene.

Wei den erften beiven Gleichungen ded Spftemd C ift bie LE-Chene Durchmefjerchene; bdie
britte At im Syjtem C Hat Feine Duvchmefjerebene. Die eingeluen Fovmen in den verjchiedenen Syfjtemen
vidgten fidy nad) dem Aggregat, dag mur £ oder conjtante Grofien enthilt, da dasfelbe in wei imagindre
und einen reellen JFaftor, in drei ungleiche, veelle Faktoven, in wei gleiche und cinen ungleidjen, reellen
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Tattor ober in drei gleiche, veelle Fattoren zerlegbar fein fann. Darum ergeben fich folgenbe 27 be-
jondere vten:
Bur A-Fovm gehdren:
1) E[E*+ 22§+ a® + b =h?y* + k2L,
bic linfe Seite ber Gleichung bejteht aud 2 imagindren und einem veellen Foftor. Die Oberfliche liegt
awifdjen: §=0 und §= + oc; fiir E=0, ijt: n =L =0; widijt & fo entftehen Ellipjen, dic ftetig
quifier werben. Gbenen, welche bie Fliche pavallel zur Ey- oder TE-Ebene fehneiden, liecern Scnitt-
furven, die MNewton in feinem oben angefithrien MWerfe mit M. 71 bezeuhnet Hat.  Hievaus erhellet, daf
bie Fliiche Glodenform hat. Siehe Figur 1, Tafel IL
9) EE+a) E+h=hy"+ KL%

bic linfe Seite befteht aud drei ungleichen, veellen Faftoven. Die Flidye liegt Jwijhen: —a< &< —b;
voraudgefetst, baf a > b ijt, und  wijdhen: O < E< + oo, Sdnitte, welde parallel jur £y- ober £&-
Ebene liegen, licfern Surven, die bei Ytewton die Mummern 67, 69 und 71 haben. Die Oberflide
befitt aufier der Glodenform nody eine Giform, weldhe von ber erften getrennt liegt. Siehe Figur 2,

Fafel 1L
3) E(E+ar)2=h2gn? 4+ k2 £2;

bie [infe Seite Gat fiiv fich betrachtet zwei gleiche, veelle und eine ungleiche Wurzel, und zwar find die
beiben Heineven Wurzeln einanber gleich. Ebenen pavallel juv Ey- oder [E-Ghene geben Sturven, fiehe
Newton: 69, 71.  Die Dberjlidie fann al eine bejondere Art der vorbhergehenden angejelien werden, in
weldher die Giform in einen Gingelpuntt jujammengejhrumpft ift. Siehe Figur 3, Tajel IL
4) B (E4ad)=hrg2 +k2 02
bie beiden griiferen Wurzeln der linfen Seite find einander gleid). Ebenen, pavallel jur §T;: ober CE-Ebene,
licfern Sturoen, weldje bei tewton mit v 68, 67, 69, 71 bezeichnet jind. Wuch dieje Fliche fann ald
eine Defonbere vt Der jiveiten Flache betvachtet werden, in welder bic Eiform mit ber Glodenform
burd) einen Suotenpuntt verbunden ijt. Siehe Figur 4, Tafel IL
5) Ei=h? ,‘}2 + k2 ‘;2;

bie linfe Seite befteht aus brei gleichen, veellen Faftoven. Ebhenen, weldye jur Ey- ober L&-Ebene parallel
verlaufen, geben bie Newtonijchen Rurven Nr. 70, 71.  Die Glodenjorm ift augefpibt, ber Punit:
E—y ={=0, ijt ein Ritdtehrpuntt. Siehe Figur 5, Tafel 1L

s

Die jur B-Form gehdrigen Fladen jinbd:
6) E(E* +2ak+ a2 4+ b2) =—h? g2 4 k? 0%
bie linfe Seite der Gfeichung Bat fiir jich betvachtet zwei fomplexe und eine veelle Wurzel. Die Ebene:
E=—0, gicht als Schnittfurve swei gevade Linien, welde fid) im Anfangspuntte der foordinaten jdjmeiben.
Ebenen, welche parallel zur 7 Z-Cbene liegen, geben Hyperbeln, bie auf dev pofitiven E-Achienfeite ent:
gegengejetite Qage zu denen haben, welche fich) auf ber negativen E-Ichfenijeite befinben. Gbenen, parallel
sur Ep-Chene, jdmeiden die Dberflicdhe in dev Newtonijden Kurve 71. Siehe Figur 1, Tafel IIL
NEE+a)E+b=—h2p?+ k20
bie finfe Seite hat drei veelle, ungleiche Wurzeln, Die Cbenen: &= —a, 5= — b, =10, jdneiden
die Fldche in wei geraden Linien, deven Schnittpunite auf der §-Achje liegen: alle fibrigen Ebenen,
welhe 3u den cben genannten pavallel verfanfen, [iefern Hyperbeln, veren Xagen wechjeln, wenn die

3
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Sdputtebene n ihrer ftetigen Folge durd) ein Linienpaar hinburdhgegangen ift.  Ebenen, weldhe juv
& y-Ebene parallel legen, jdneiden aus ber Dberfliche furven Heraud, die Mewton mit Ny, 67, 68 und

71 beseichnet hat. Siehe Figur 2, Tafel III.

8) E(5+a%)t = h2p2 + k2[2;
pic linfe L'iil.‘ hat drei veelle Wuvzeln, von denen die beiden feineren einander aleidhy finb. Die Goenen:
§=—a? =0, geben gevade Linienpaave; jolche, welde i biefen pavallel verlaufen, liefern Hyperbeln

mit abwed)jelnden Cagen. Die £x-Ebene jhneidet die Tberflidhe in der Newtonijdhen Surve 68, Parallel:
cbenen zu berjelben in ver Newtonijchen Suvve 71, Siche Figur 3, Tafel I1L

9) & (§+4a*)=-—h? 52 4+ k* [2;
vie [infe Seite hot drei veelle Wurzeln, vou denen die beiden gudferen gleic find. Die Ebenen: E=0
und §= —a?, geben zwei jid) fdneidende, gevade Linien; Pavallelebenen zu ihuen [licfern Hyperbeln
i abwechjelnden Lagen. Eine Ebene, weldye in dev Ey-Ebene licgt und von derjelben aus pavallel
mit fich felbjt ftetig verjchoben wird, giebt der Reibe nacdy die Mewtonifchen Kurven 69, 67, 68, 71 als
Sdynittlinien. Siehe Figur 4, Tajel 1L

10) & = —h2 52 4 k2 £2;

pie linfe Seite bejteht ausd brei veellen, gleichen Faftoven. JMur die Ehene: £=0, Lefert ein jicd) fhnei
Dended, gerades Yinienpaar; die andeven Pavallelebenen qeben Hyperbeln, welde auj ber pofitiven

(et

Die Ebene:

E-chjeneite entyegenaejeste Yage su denen baben, die auf dev negativen E-Ichienjeite Licgen.

:‘=H, jchneidet aus ber Flade die Mewtonijhe Kurve 70 hevaud; bie iibrigen Ebenen, welde juv

i

En-Ebene pavallel tatlnurm geben bie Newtonifhe Kurve 71. Siehe Figur 5, Tafel TIL

Tas Syftem C umfaft:
11) E8=a2pn* + hEf&—e?;
ons fonjtante ®licd und der KRoeffizient von n? haben ungleidhed Vorzeiden. Die Ebene: &= 10, jdneidet
Die Fliche m den beioen Pavallellinien: 5=+ LL und = — ‘l jeoe anbeve Ebene, weldhe pavallel jur
5 &-Ebene verldujt, lefert Pavabeln, und zwar legen die Sdyeitel devjelben auf ber pojitiven E-Adien
jeite in entgegengejeter Michtung wie die auf der negativen E-Achjenfeite, Ebenen, pavallel zur Ey-Ebene,

C G

aeben bie Mewtonijdyen Kurven 71, 68 und 67 als Schnittlinien. Die Ebenen: 7=+ .' b ¥
jehneiden aud ver Flache eine Parabel und eine gerade Linie hevaus; alle iibrigen € L.,lluu.n‘ telche pavalle ]-
ju Denfelben finb, liefern die Mewtonijche Linie 66. Siche Figur 1, Tafel IV.

12) B3 =a2p? L+ bLE+ c?;
bad fonftante Glied und ver Koeffizient von n? Haben gleiched Vorseichen. Ehenen, weldge Fur » L-Ehene
patallel veclaufen, geben Parabeln in abwedhjelnden Lagen auf ber pofitiven wnd negativen EAchienjeite.
Die Ghene: £=0, jdhneidet die Dberflihe in 3wel imagindven PorallelliniensEbenen, parvallel zur
§7-Ebene, geben die Newtonijhen Fuvven 71, 69, 67, und dicjenigen, welde zur & E-Ebene pavallel
liegen, liefern die Mewtonifche Kurve 66. Siehe Figur 2, Tafel IV.

13) B3 =ap2 4+ his;

oag fonjtante ®lied ijt Mull. Die Ebene: =0, hat mit der Dberfliche ywei sujommenfallende, gerade
Vinien gemeinjam; alle fibrigen Parvallelebenen jehneiden Parabelr in abwedhielnden Lagen auf der pofitiven
imd negativen S-Achjenjeite heraus. Cbenen, pavallel juv Ex-Gbene, geben die Newtonijchen Linien 71,




70 und 67. Die Ebene: =10, licfert eine Pavabel und cine gevabe Lime; die iibrigen Pavallelebenen
qeben bie Newtonijche fuvve 66. Siehe Figur 3, Tafel IV.

14) 3 =an® 4+ b
Ghenen, welche pavallel jur 7 I-Ebene verlaufen, jdineiden Parvabeln Heraus, deren Sdheitel alle nach

gin unb berfelben Nichtung zu legen. Fivs L= 0, erjdeint die Newtonijde Linie 70, und fiv L gleid
einer anberen beliebigen Sonftanten entjteht die Newtonijche furve 71. Ebenen, pavallel zur C5-Ebene,
geben die Surve 72 Dei MNewton. Siehe Figur 4, ETafel IV.

15) B8 =aktn+bl;
bie Ghene: £=10, lefert die y-Udgje als8 Sdnittlinie; Pavallelebenen zur »L-Ebene jdneiden gevade

Cinien hevaus, deven Neigungswinkel zur E7-Ebene wm fo gevinger ijt, je ndbher bie jchneidende Ebene
der 7 L-Ebene (egt. 3t ber Netqungdwinfel auf ber pofitiven &-Aehfenfeite fpif, jo ijt er auj der nega

tiven E-chienieite ftumpf und umgetehrt. Die Ebene: L= 0, giebt cine Pavabel und eine gevade Linie;
Pavallelebenen yur £x-Gbene liefern die Newtonijche Rurve 66. Ehenen, weldhe jur LE-Ebene parallel

verlanfen, jneiden die Netotonijhe LYinie 72 heraus. Siehe Figur 5, Tafel 1V.
Aur D-Form gehbven:
16) &(E2 + 2a £ + a? + b?) = c2 n2;

cin Gylinder, weldher bie Newtonijhe Kurve 71 jur Bafid hat;

17) £(&+ a) (& + b) =c? 52;
Stewtonijhe furve 67 zur Suundlinie bHat;

18) E(f + a¥)2 =c2 n?;

Newtonijhe Linie 69 zur BVajid hat;

cin Eylinber, weldher bi

Lol

cin Eylinoer, weldjer bi
19) &2 (E 4 a?)=c?n?;
el Eylinder, weldher die Tewtonijde Furve 68 zur Grundlinie hat;
20) £ =¢c? n*;

et Gylinber mit der Newtonijhen Linie 70 ald Bajis;

1) Bl =aftn+ by
ein Eplinder mit der Newtonijchen Linie 66 als Bajis,

22) £ (82 —an) =0;
ein parabolijeher Gylinder und eine Gbene, welche den pavabolijdhen Cylinder in einer geraven Minie
ychneibet

28) &3 —an;

et Eylinder mit der Yewtonijhen Linie 72 als Bofis.
Das Syjtem E enthalt:
24) E(E2 4 20k a + b2)=0;
ete veelle unbd zwei imagindve Pavallelebenen;
25) E(E4+a)(E+ h)=0;
oret veelle SPavallelebenen, weldhe vevjchicben von emander find;
26) &2 (&4 a)=10;

orel veelle Pavallelebenen, von bdenen 3wei jujommeniallen;

a*
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27) £ =0;
brei sujammenfallende, veelle Parallelebenen. Sany dhnlich fonnen die Dberfladen 3. Orbnung aujge-
3ablt werben, die ben anberen Familien zugeorbnet fmb.

§ 7.
Ginteilung der Fladen 4. Ordnung.

Die allgemeine Gleidjung ciner Flade 4. Orduung @Rt fid) in der folgenden Geftalt jdyreiben:
1) [ay 00Xt 48,0 X3Y 48,3 X328 + 68,44 X257 + 1238, 45 X272 - 68, ;54 X222 4]
+ 48y 00 X¥P 4 128,55, Xy?2 + 120,55 Xy2° + 4,55, X2° + 845,, ¥ + |
+ 480y Y2 4 08,0, Y222 48,55, Y2 + 8555, 21 ]
4 4 [#0144%* + Fagyga X7y B89y X224 B8y g XF? 4 b8y, o5 X2 38, 45 x47 + =
+3'i;222‘r +;‘1n“=1}' 5+"-h'ui:13..f +"'||:1|1:'r‘ I
= 0 |*“M:1\ A 285012 XY 4 280043 X2+ 89009 F2 + 20g025 T2 + Bggqy 2% +
+ 4 [2g001 X+ 25002 Y + 20003 2 + Bp000 =0
Jtach den in § 1 entwidelten Griinben fithren wiv ecin:
I X =108 g .cosd
2) | y=rcoseg.sind
] z=rsin ¢,
bievauj feilen wir die ganze Gleichung duvc) ré, lajfen r bis ind3 Unendliche wachjen und multiplizieven
Die itbrig Dleibende Gleichung mit bem allgemeinen Werte r4. Die Kegelgleichung, welde fo entjteht
und nach deven Befdaffenpeit wir die Flichen 4. Ordnung zerglicdern, Heifit:
Ba X oy, %y +4a, X308, .. X272+ 128, o, X Y2400, x28 da,,, . X7
+ 128 5053 X¥22 + 128,555 XY2% + 48,335 X2% + 800927 489005772+ 0aya,,5%2% +
F 4oy, 2% +ag,4,20 =0
Dffenbar werden alle biquabratijhen Flichen m finf Gejdledhter zerfallen:
Tad Gejchledit A umjaht folche FHlichen, bei denen die Gleihung 3) einen eigentlichen Segel
4. Oronung daxftellt, weldjer in Segel uiederer Ordnungen nidt jerlegt werden fonm;
pas Sejdylecht B wird diejenigen Flachen enthalten, bet benen die Gleichung 3) einen. ungerlegbaven,
Bubifdjen Segel unbd eime Ebene verfinnlicht;
sim Gefdhledyt C werben jolche Flidjen gehbren, bei denen die Gleichung 3) zwei unzerlegbare
Segel 2. Orbnung veranjchaulicdht;
bem Giefdyledht D werben dicjenigen Gebilde zugeovbmet jein, bei denen bie GHleidung 3) der ana-
[htijdhe Ausbrud fitr einen ungerlegbaven Kegel 2. Orbmung und jwei Sbenen ijt;
pag Gejdylecht E wicd biejenigen Fliichen in jich jehlicfen, bei denen die Gleidhung 3) vier Ebenen
reprijentiert.
Wir jergliebern die bejonderen Geftalten bed eigentlichen, ungerlegbaren Segels 4. Oromung
hier nicht, ba wir diejes interefjante Gebilde ciner bejondeven Abhandlung witrdig erachten; wohl aber
migen die eingelnen Familien der fibrigen Gejchlechter aufgezdhit werden.



Das Gejdledt B

mnfaft jolde Fldchen, bei benen die Gileichung 3) darjtellt:

1
2)

3)

oo
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19)

pen fubijchen Stegel 1) in § 4 und eine Gbene, welde den Segel in einer veellen und Hwei
tmagindren fanten jdneider;

ben fubijchen SKegel 1) und eine Ebene, welhe den $Legel in drei veellen, verjdjicdenen Kanten
trifjt;

pen fubijdhen Segel 1) und eine Ebene, welde den Kegel in zwei jujammenfallenden und in
einer von denjelben verjdjiedenen RKante fdneidet;

pen fubijchen Regel 1) und eine Ehene, die den Kegel in drei jujammenfallenden Kanten beviifut;

ben fubijchen Segel 2) in § 4 und cine Gbene, welde den Steqel in eimer veellen und jwei
imagindren Santen trifft;

ben fubifchen Kegel 2) und eine Ebene, weldje den Teil bes Kegels, dejjen Bafjia jdylangenfbrmin
ift. tn Dret verfdhiedenen, veellen Santen duvchdringt;

pen tubifdhen Segel 2) und eine Ebene, die Den Kegel mit ber eifdrmigen Grundlinie in Fwei
verfdhiedenen, veellen Kanten und den FTeil mit der jdhlangenformigen Vafis in ciner veellen
Sante dburdyfest;

ben fubifchen Stegel 2) und eine Ebene, die Den fKegel mit der jdhlangenformigen Grundlinie in
swei jujammenfallenden und in einer von ihnen verjchicdenen, veellen Kante trijit;

ben fubijhen Segel 2) und cine Cbene, weldhe den Kegel mit der eifrmigen Vafis m zwei ju-
jaommenfallenden Santen und ben mit der {dlangenformigen Grundlinie in eimer veellen
Stante fdynetdet;

ben fubijchen Stegel 2) unbd eine Ghbene, weldpe ben RKegel in drei zujammenfallenden Kanten
beviilyrt;

) pen fubifchen Segel 8) in § 4 und eine Gbene, die mit dem Kegel eine veelle und jwei tmagindre

Stanten gemeinjam hat;

ben Fubifehen Regel 3) und eine Gbene, die denjelben in brei veellen, verjhiedenen Santen
burdjdringt;

ben tubijthen Segel 8) unb eine Ebene, die den Stegel mit der jdhlangenjdrmigen Bafis in zwel
sufammenfallenden und in einer von ihnen verjchiebenen Kante trifft;

) den tubifchen Kegel 3) und eine Ebene, welche durch die Einelfante geht und ven Stegel mit

ber jdhlangenfirmigen ®runbdlinie in ciner veellen $tante fcneidet;

ben fubifdien feael 3) und eine Ebene, die denfelben in brei jufammeniallenven Santen beviihri;

bent fubifchen Segel 4) in § 4 und cine Ehene, weldhe mit demfelben eine veelle und Zwei
imagindve Santen gemeinfam Hat;

ben fubifchen feqel 4) unbd eine Gbene, weldie nur dad arofie Blatt, aber nicht den verjdhlungenen
Feil in dret veellen, verjdhiedenen Kanten duvchiet;

ben fubifhen Regel 4) und eine Gbene, die ben verjchlungenen Teil in wei verjdyiedenen,
veellen Santen und dad grofe Blatt in ciner veellen Sante durchdringt;

ben fubijchen Kegel 4) und cine Ebene, die nur dad grofie Blatt in et snjammenfjallenden
und in einer von ihnen verjhicbenen Rante jchneidet;




22

20) den fubijchen SKegel 4) und eine Ebene, die den verjchlungenen FTeil in Fwei jujommeniallenden
Santen und dad grofie Blatt in einer veellen Kante trifjt;
ben” tubifchen Stegel 4) und eine Ebene, weldye durc) die Knotenfante geht und das grofe Blatt
in einer andern SKante duvchjest;
pen fubifchen fegel 4) und eine Ebene, welche burch die Kuotentante geht und den verjdlungenen
Teil in einer andern Hante duvdidringt;
23) ben fubifchen Kegel 4) und eine Ebene, die denfelben Lings bder Knotenfante dreifach beriihut;
24) den fubijchen Segel 4) und cine Ebene, weldie denfelben in der Wenbungsbante dreifad) bevithrt;
25) ben fubijchen Regel 5) in § 4 und ecine Ebene, weldye mit demielben eine veelle und Fwei
imaginive Santen gemeinjam Hot;
26) ben fubijdien Regel 5) und eine Ebene, dbie bdenfelben in brei veellenm, verjchiedenen Ranten
purchiest:
27) ben Fubijchen Regel 5) und eine Ebene, weldhe nidht durd) die NRirdiehrfonte qeht, den Hegel
fonft aber in zwei sujommenfallenden und in e¢iner von ihnen verfdyiedenen Kante durddringt;
28) ben fubijchen Seqel 5) und eine Ebene, weldye duvch bie Nitdtehriante gebt und auferdem noch
eine anbere fante mit dem Kegel gemeinjumn Hat;
pen fubifchen Regel 5) und eine Ebene, welde nur durdy die Mitdfehrioante geht;
den fubijdhen Regel 5) und eine Ebene, welde denfelben in der Wendungstante dreifach berilrt,

Lo
—
—

]
bo
f?

Das Gejchlecht C

enthilt joldye Flchen, bei benen bie Gleichung 3) verfinnlicht:

1) swei tmagindre, elliptife Seqel, welde verjdhieben von einander jind;

2) awei jujammenfallende, imagindve, elliptijche Segel;

3) cinen imagindven und ‘einen veellen, elliptijhen Reqel;

4) zwei veelle, elliptijche Regel, welche in cinander [iegen und feine veelle Kante mit einander ge:
gemeinfam Haben;

swei reclle, clliptifche feqel, weldhe auseinander liegen und feine veelle Kante gemeinjom Haben;

g |
S

6) awei veelle, elliptifhe fegel, weldye fich in zwei veellen, verjhicbenen Santen und i e
imagindven Santen jdneiden;

7) awei rveelle, elliptiihe Reael, welche fich in awet zujanmmenfallenden, veellen fanten von innen
beriifhven, jonjt aber feine aubeve veelle fante gemeinjam Haben;
8) swei rveelle, elliptijehe Segel, welche fich in wei zujammenfallenden, veellen Kanten von aufen

beriilren;

) swei reelle, elliptijhe Segel, welche fich in vier veellen, vexjchiedenen Hanten buvchdringen;

10) ziwet veelle, elliptijche Regel, weldye jich in jwei reellen, verjjiedenen Fanten duvchieben und m
swet anvern veellen, jujommenfallenten Santen beriihren ;

11} zwei reelle, elliptijche Seqel, weldhe fic) m jwer verfdiedenen, veellen fonten beviibren;

12) swei reelle, clliptijche Seqel, die drei jujammeniallende Santen gemeinjam Hoben und jich auger-
Dem in einer anbern Sante jehueiden;

13) swet veelle, efliptijche Sfteqel, welche fich in vier jujommenfallenden, veellen Santen beviihren;

14} ywet zujommenfallende, veelle, elliptijche Segel.
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Das Gejdledit D

umnjchlieft alle die Oberflichen, bei denen bie Gleichung 3) veranjchaulicht:

1) einen imagindren Segel 2. Orbuung und Fwei imagindre Ehenen:

2) einen imagindven Stegel 2. Ordbuung und zwei veelle, verjhicbene Ehenen:

3) cinen imagindven Segel 2. Orbnung und zwei zujammenfallende, reelle Ghenen:

4) einen reellen, elliptijchen Segel und jwei imagindre Ghenen; die veelle Schnittfante der imagindren
Ebenen liegt inmerhald des Regelmantels;

5) einen veellen, elliptijchen Segel und jwei imaginive Chenen; die veelle Schnittfante der imagindven
Ebenen liegt auferhalb des Reqelmantels;

6) cimen veellen, clliptrjchen fegel und jwei imagindre Ebenen; die veelle Schnittfante der imagindren
Ebenen [egt im Regelmantel;

7) cinen veellen, elliptijchen Regel und jwei veelle, verjhiedene Ehenen, welche mit bem Seqel feine
reelle fante gemeinfam Haben;

8) einen veellen, elliptijhen Segel und jwei reelle, verjdiiedene Gbenen: bie eine Ehene Jchneibet
den Stegel in el imagindven Ranten; bie anbeve Chene durdijeht den Kegel in zwei veellen,
perjdytedenen Ranten:

Oy cinen veellen, elliptifehen Seqel und zwei veelle, verfchicbene Ehenen: bdie eine Gbene bhat mit

em Segel jwet imagindre Ranten gemeinjam; die andere Ehene beviihrt den Kegel in AT
veellen, sujommentallenden Roanten:

10) emen veellen, elliptijhen Steqel und gwei veelle, verjdjicdene Ebenen, weldhe den Keqel in vier
verjdicdenen, veellen Santen duvchdringen; die Scnitttante der Ehenen liegt innechalb des
Hegelmantels;

11

einen veellen, elliptijhen Regel wnd zwei veelle, verjdhicbene Ghenen, weldie bden Segqel i viex
verjcjiedenen, vecllen Ranten jdjneiven; bdie Schnittfante der Ebenen fiegt auperhald des
Megelmantels;

12) ewmen veellen,” elliptijchen Stegel und ziwei veelle, verfchichene Ebenen; die Selnittfante dev leteren

liegt auf Dem &egelmantel; auperdem duvchdringen dic Gbenen den RKegel noch in zwei

andern veellen, verjhieoenen Santen;

einen veellen, elliptijehen Segel und awei veelle, vevjchicbene Gbenen; bie eine Ebene fehneibet
ben Stegel in zwei veridjicdenen, veellen Santen; dic anbere Ebene beviihrt ihn in gwei zu
jammenjallenben, veellen Santen, weldhe von den exjten verfdhieden find;

14)

emen veellen, elliptijchen Regel und zwei veelle, verjchicbene Ebenen; die eine Ebene jdmeidet den
Stegel 1 zwei veellen, verjdhicbenen Santen; die anbeve Ghene beviihut ihn in zwet sufammen
fallenden Ranten, welde mit einer der erftgenannten zujommentreffen;

15) emen veellen, elliptifchen Regel und zwei veclle, verjdjiedene Ebenen; jebe Ebene beriihrt den
Stegel in gwei veellen, jufammenfallenden Santen; die beiden BVevlihrungstanten find verjdhicden
boi einanber;

16) emen veellen, elliptijchen Segel und Fwei veelle, yujammenfallende Ehenen, welde mit dem Seqel

feine veelle Stante gemeinjom Haben;




17)

i 158)

einen veellen, elliptijhen Steqel und zwei veelle, aufammenfallende Ebenen, welde den Segel in
swei veellen, verfdyicbenen fanten purdybringen;
einen veellen, elliptijchen Segel und zwei veelle, sujammenfallende Ebenen, weldie den Kegel
berithren.
Das Gejdledit E

beqreift folche Fldchen in fid), bei denen bie ®leichung 3) reprdfentiect:

1)
2)

3)
4)

5)

7
8)

9)
10)

11)
12)

13)
14)

16)

st imagindve, vevjdjicoene Ebenenpaare; bdie reclle Scmittfante ber fonjugievt fomplexen
Ehenen fallen nidt zujammen;

aiei imagindve, verjdjicdene Chenenpaare; bic veelle Schnittfante ber fonjugiert fompleren
Ebenen fallen aujonunen;

awei imagindre, zujammenfallende Ebenenpaare;

ein imagindred Ebenenpanr und swei teelle, perfchicbene Ghenen; die veelle Scnittfante bex
imagindven Ebenen liegt ouf feiner ber veellen Ebenen;

ein imagindred Ebenenpaar und swei reelle, verfchiedene Ebenen; bie veelle Schnittfante ber
imagintiven Gbenen liegt auf der einen veellen Ebene, aber nicht in ber Sdnittfante der
Ebenen;

ein imagindres Ebenenpaar und jivel veelle, verjchiedene Gbenen; die reclle Schnittfante ver
imagindven Gbenen fallt mit ber Scnittfante ber veellen Ebenen gujammen;

ein imaginived Ebenenpaar unb wet sujammenfallende, veclle Gbenen; bdie veelle Schnitttante
ber imagindren Gbenen liegt nicht auf den zujammenjallenden, veellen Ebenen;

ein imaginires Chenenpaar und zwei jujamntenfallende, veelle Ebenen; die reelle Schmittlante
ber imagindren Ebenen liegt auf den rveellen, sujammenfallenden Ebenei;

vier veelle, verjchicdene Ebenen, weldhe fich in jechs veellen, verjdjicderten Stanten jehneiden;

vier teelle, verjchicdene Ebenen; drei devjelben baben eine Sdnitttante gemeinjam; bie viecte
Ghene jchneidet die fibrigen in brei reellen, verjdhiedenen Kanten:

vier veelle, verjdyiebene Ehenen, weldje fid) in emer einzigen Stante jchneiden;

swei reelle, verjdjicbene Ehenen und awei anvere, veelle, sufammenfallenve Ebenen; die Sdynitt:
tante der erjten beiden Ebenen liegt micht auf ben jujammeniallenden Ebenen;

swei veelle, verjdjicdene Ebeien unb pwei anbere, veelle, yujammenjallende Ebenen ; bie Scymitt:
fante ber eriten beiven Gbenen liegt auf den zujammenjallenden Ebenen;

swei jufommenfallende, veelle Ghenen und awei anbere zujommenfallende, veelle Cbenen;

) drei gujammenfallende, veelle Ebenen und eine anbere reelle Ebene;

pier reelle, sujommenfallende Ebenen.
g 8.
@Einteilung der Fliden 5. Ordnung in Gejdledyter.

Die Fldchen 5. Ordnung werden in ficben ®ejhlediter cinaeteilt werben fnnen, je nadpem

bie LVereinigung aller Gilieder der 5 Dimenfion daftellt:

A) ecinen unzerlegbaven Stegel 5. Orvdnung;
B) cinen ungerfegbaren Stegel 4. Ordnung und eine Ebene;

A
|




C) einen umzerlegbaven $tegel 3. Orduung und cinen joldjen ber 2. Cvdmung;
D) einen unzerlegbarven $tegel 3. Drdnung und ivei Ehenen;

E) gwei ungerlegbave Stegel 2. Drbnung und cine Cbene;

7y einen wmzerleqbaren Stegel 2. Ordbunung und drei Ebenen;

() finf Ebenen.

y L
3 9.
Ginteilung der Fliaden 6. Ordnung in Gejdledier.
Die Flichen 6. Ovdnung werden fich in elf Gejehleciter HLaififizieven laffen, da die Veveinigung
alley Glicber der 6. Dimenjion veprdjentieven fann:

A) emen unzexfegbaven fegel 6. Drbnung,

=

B) einen ungerfegbaven $tegel 5. Ordbmung und cine Ebene;

C) etnen ungerlegbaven Stegel 4
D Drbnung und el Ehenen;
E) swet unerfegbare Segel 5. Ovbdnung;

Orbnung und cinen jolden der 2. Ordmung;

e’
e

einen ungerlegbaven Stegel

™) einen ungerlegbaven Segel 3. Orbuung, cinen jolden dev 2, Orbuung unb cine Ebene;
() einen unjerlegbaven Stegel 3. Ordmung und drei Ebenen;

H) brei ungerlegbave Stegel 2. Orbmung;

I) swei ungerlegbare Segel 2. Ordmung und zwer Ebenen;

K) einen ungerlegbaren Stegel 2. Orbmumg und vier Chenen;

Ly jechd Ebenen.

S dhnlicher Weije werden fich auch die Oberfladyen hoherer Oromumaen einteilen lafjen.

-
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