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& 1. Einleitung.

Die vorliezende Arbeit ist ein Auszug aus einer schon seit Jabren fertigen aus-
fiithrlicheren Abhandlung; ihre Drucklegung war aber bisher unterblieben, weil ich nach-
triglich erfahren hatte, daf bereits im Jahre 1890 A. Adler in der Zeitschrift des
osterreichischen Ingenieur- und Architektenvereins die Auflosung der Gleichung 4. Grades
mittels einer bezifferten Parabel entwickelt hatte. Da meine Arbeit indessen auch die
Verwendbarkeit der anderen Kegelschnitte fir diesen selben Zweck zeigt und auch sonst
manches Neue und von Adler Abweichende bietet, so glanbe ich sie nicht ganz unter-
driicken zn miissen, sondern, wo sich jetzt die Gelegenheit zur Veriffentlichung in unserem
Jahresbericht bietet, stark verkirzt herausgeben zu diirfen.

Wenn x und y Kartesische Koordinaten und t einen veriinderlichen Parameter
bedeutet, so ist durch die Gleichungen

~ mt’4+mt4m, _ptmt4D
e ntEnt Lo, unleyes nt® + ot n,

1)

ein Kegelschnitt gekennzeichnet. Schreibt man an jeden Kurvenpunkt den Wert des
zugehdrigen Parameters, so entsteht ein sogenannter ,bezifferter® IKegelschnitt,

Schneidet man diesen Kegelschnitt durch einen Kreis, so kann man die Para-
meter an den Schnittpunkten berechnen, wenn man in die Kreisgleichung statt der
Koordinaten der Schnittpunkte die Werte 1) einfithrt. Xs ergibt sich dann zur Destim-
mung der betreffenden Parameter eine Gleichung vierten Grades fir t.

Die Auflbsung dieser Gleichung vierten Grades ist in diesem Falle aber auch
einfach auf graphischem Wege miglich, indem man die an den Schnitipunkten an-
geschriebenen Werte der Parameter abliest.

Die Koeffizienten der ermittelten Gleichung vierten Grades in t hiingen aufser
von den festen Konstanten in 1) auch noch von den Koordinaten e, § des Mittelpunktes
und dem Radius r des Kreises ab. Da diese drei Stiicke leicht veriinderlich gemacht
werden kiénnen, so sind mit Hilfe des veriinderlichen Kreises und des festen Kegelschnittes
eine grofse Menge von Gleichungen vierten Grades graphisch zu losen. Es liegt nun die
Frage nahe, ob es stets moglich ist, die Bestimmungsstiicke des Schnittkreises so zu
wiithlen, dafs sich durch das angegebene Verfahren iiberhaupt jede beliebige vorgelegte
Gleichung vierten Grades graphisch losen lafst.
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Zuniichst zeigt eine einfache Uberlegung, dals die Wurzeln einer beliebigen
Gleichung vierten Grades im allgemeinen nicht ohne weiteres als Parameter der Schnitt-
punkte eines festen Kegelschnittes mit einem verdnderlichen Kreis abgelesen werden
konnen. Denn eine gegebene Gleichung vierten Grades enthilt vier unabhiingige Koeffi-
zienten, der Kreis bietet aber nur drei willkiirliche Bestimmungsstiicke, aus denen sich
die vier Koeffizienten der Parametergleichung zusammensetzen. Die verfiigharen drei
Bestimmungsstiicke miifsten also, wenn die zu losende Gleichung und die Parameter-
gleichung identisch sein wiirden, vier Gleichungen genfigen. Das ist aber im allzemeinen
nicht der Fall.

Wir werden aber im folgenden sehen, dals es stets moglich ist, wenn auch nicht
die Wurzeln der zu losenden Gleichung selbst, so doch ein Vielfaches der Wurzeln als
Parameter abzulesen.

& 2. Koordinatentransformation.

Um die weiteren Entwickelungen iibersichtlich zu gestalten, ist es ndtig, durch
Umlegung der Koordinatenaxen und besondere Wahl des Nullpunktes der t-Zihlung die
Anzahl der Konstanten in 1) nach Mbglichkeit zu verringern:

Man hat hierbei zu unterscheiden, ob der Nenner in £ vom zweiten Grade oder
blofg linear in t oder komstant ist.

A) n=0.

Dividiert man in 1) die Glieder in den Zihlern einzeln durch den Nenmer, so
sieht man, dals x und y lineare ganze Funktionen von

A

t* t 1

e —— =k 9)
nt* 4+ n;t 4 n, nt’ -+t 40 nt* + ot - n,
sind:
X=mg-+mv-+mé und y=pp + pv -+ p.E, 3)
und dals zwischen den p, », £ die Beziehung besteht
nu -+ ny 4+ k=1, 4)

Driickt man aus 4) g durch » und § aus und setzt diesen Wert in 3) ein, so
ergeben sich x und y als lineare ganze Fuvktionen von » und %, die als Transformations-
gleichungen aufgefalst werden kinnen, durch welche man das Koordinatensystem der x, y
in das System der », £ umwandelt.

Die urspriingliche Gleichung des Kegelschnittes 1) ist nun sehr leicht in eine
Gleichung zwischen » und & umzubilden. Naeh 2) ist néimlich

===y it

W

F ,
Hieraus aber ergibt sich, vorausgesetzt, dafs n von Null verschieden ist, mit
Riicksicht auf 4):

l—nll‘—"'ngl_ét 3
1 » ]

=}



oder nach einfacher Umformung

0, n_ __4n.n.,—~n; -
(b + 5 8) =0t e 5)
Setzt man nun
n» 4 .?1]. E: y ﬁ}
2

und

*iﬂn,—llll_

R 7)
go stellt

le—n&—k¥& '8

die Scheitelgleichung des Kegelschnittes vor, mit nur zwei Konstanten. Aus ihr geht
hervor, dafs fiir k=0 der Kegelschnitt eine Parabel, fiir k>0 eine Ellipse, fiir k < 0
eine Hyperbel ist.

Nun soll noch der Anfangspunkt der t-Zihlung verlegt werden:

Nach 2) und 6) ist

H1 n]
nt -+ 9 o ﬂ‘-+'§'
,F: __.._——-—.——‘l . 8 — —- "
nt*<4-n,t - ng 10 ﬂl‘,’ n,*
s (|knt+ 5) -+nn,— 4')
Wird nun
nt - .‘;’.: . 9)

gesetzt, so lauten die Parametergleichungen fiir die neuen Koordinaten &, g

nw i n

= e =

4k = 7’ 4+ k

Diese Umformung setzte voraus, dals in 1) der Koeffizient n des ersten Gliedes im
Nenner von Null verschieden war.

10)

B) n=0.
Fehlt dagegen das Glied t* im Nenner von 1), so schreibe man den Nenner
mt -+ n,=n, (t + ;]“) und setze

R IR 11)
I

in die Gleichungen 1) ein. Man erhilt dann
I ——-'-er + ml.«_t_mrﬂ und F:prt + pIJ + PETI.
Fithrt man nun
F=f-v und 7 =15 12)




el
ein, so werden x und y lineare ganze Funktionen von £,

und £q=1fg; 13)

und wenn man dann § und % als neue Koordinaten ansieht, so stellt 12) und 13) eine
Hyperbel mit nur einer Konstanten fg vor. Da die Kurvengleichung 13) nur von
dem Werte des Produktes fg abhingt, so #ndert sich die Gestalt der Hyperbel auch
nicht, wenn man in den Gleichungen 12) g=f setzt, und deshalb soll fitr die Folge der
Einfachheit halber f =g angenommen werden. Die Voraussetzung fiir diese Transformation
war die, dafs im Nenmner zwar t* mnicht vorkommt, aber n, von Null verschieden ist,

C) Wiirde aufser n auch n, = 0 sein, so kinnte man
n=t v—t
setzen, so dafs sich x und y als lineare ganze Funktionen von u und v ergeben. Gelten

dann u, v als neue Koordinaten, so geht der Kegelschnitt 1) iiber in die Parabel v'= u,
Das ist aber keine wesentliche Anderung gegen 8) bezw. 10). Denn dort wird fir

ny=mn,=0 auch k=0, und an Stelle des jetzigen t steht i— Der Fall ny=n=10

braucht also nicht besonders betrachtet zu werden. Fiir jede der beiden Transformationen
10) und 12) muls jetzt die weitere Untersuchung besonders gefithrt werden.

§ 4. Die Ablesungen an Ellipse und Hyperbel *=ng — k§’.

Der Kegelschnitt 10) werde nun durch den Kreis
(E—a) + (1—f) =1"

geschnitten. Die Parameter der Schnittpunkte ergeben sich aus der Gleichung
(o=
die nach Potenzen von r geordnet lautet:
(@ +pf'—r')z* — 2 fne’ + (0'—2ne42k(a’ - —1")) v — 2kfnr +
+n' —2knek® («®+8'—r?) =0. 14')
Sind die «, #, r, n, k gegeben, und ist der bezifferte Kegelschnitt 10) aufgezeichnet,

so lassen sich die Wurzeln der Gleichung 14') als Parameter der Schnittpunkte beider
Kurven ablesen.

Es soll jetzt versucht werden, durch zweckmilfsige Verfigung fber «, g, r die
Gleichung 14') mit einer beliebig vorgelegten Gleichung

Gzt gzte=0 15)
in Ubereinstimmung zu bringen.

Dazun werde
z=11 16)

gesetzt und 15) mit # multipliziert. Uber die 4 und & soll dann so verfiigt werden, dals
die 5 Koeffizienten von 14') mit den 5 Koeffizienten der umgewandelten Gleichung 15)



tx = e as

identisch werden. Das liefert dann fir die 5 Unbekannten e, 8, », 4, ¢ das Gleichungs-
system

e 4 g —r' =it

—2fn=zscA"
n° — 2ne+ 2k (¢ +8° —1') =04’ 17)
—2kfn =ecd

n* — 2kne + k' (8’4" —1') = sc,.
Fiir die Proportionalitiitsfaktoren s und i sind die beiden Werte 0, co auszu-

schliefsen, wenn fiir z= 147 ein bestimmter Zahlwert sich ergeben soll

Aus den Gleichungen 17) erhélt man, wenn k nicht — 0, der Kegelschnitt 10)
also keine Parabel ist,

WG et o e e Stk
R }'_c,“ B it N
: ¢’ C !
“_l_n {z_n_k)c;],’ C‘_‘:R C2+kLI}‘ 5._ [_l:_{_l_l ; .V_EJ_ 13}
SEE N Rl 2k-N. 1V ke
. "1 —k) e :
r = -n—-&t—'—N—}' :—;3 v =1 fx' +ﬁf,

Die Grifse N kann graphisch gefunden werden: Man verbindet den Punkt c, der
x-Achse mit dem Punkt ¢, der y-Achse und zieht zur Verbindungslinie die Parallele durch

X=¢,; diese schneidet dann auf der y-Achse das Stiick Q. ¢y ab,
3

Auf der Parallele errichtet man im oberen Endpunkte das Lot bis zum Schnitte mit
der x-Achse, verbindet den Schnittpunkt mit dem Punkte ¢, der y-Achse und legt zur
letzten Verbindungslinie die Parallele durch den Punkt ¢, der y-Achse. Dann wird auf der

1

x-Achse das Stiick %—,- . ¢, abgetrennt.
3

A' muls eine positive Grilse sein, da fir die graphische Losung imaginiire
Werte 1 unbrauchbar sind. Daraus folgt, dals, wenn ¢, und ¢, gleiches Zeichen haben,
k positiv gewihlt, die Ablesungen von ¢ also an einer Ellipse gemacht werden
milssen.

Haben dagegen ¢; und c; verschiedenes Zeichen, so miissen die Ablesungen von #
an einer Hyperbel gemacht werden, weil hier k negativ genommen werden mufs. Das
Rechenblatt mufs also beide Kegelschnitte enthalten, wenn es fiir beliebige Vorzeichen
von ¢, und ¢; brauchbar sein soll.

Welchen Wert man dem k im Falle einer Hyperbel beilegt, ist gleichgiiltiz. Wenn
es sich aber um eine Ellipse handelt, so darf k nicht = 1 genommen werden, weil in
diesem Falle ¢ verschwindet, wenn nicht etwa gleichzeitig N=0 ist. Der Fall N=0
wird in § 7 besonders untersucht werden. Auch fir k=0 verlieren die Formeln 18)
ihre Geltung. Hieriiber wird im nichsten § gehandelt werden.
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Am einfachsten gestalten sich fiir den Fall einer Ellipse die Formeln 15), wenn
man k= 2 wihit. Dann wird namentlich der Ausdruck fiir « bequemer.

Uber n kann bei allen 3 Kurvenarten ohne jede Einschrinkung frei verfiigt
werden.

Fir ¢;=0 wird A=o00, wenn nicht etwa zugleich ¢,=0 ist. Wenn aber
6, ==0s =0 ist, 80 wird 1 unbestimmt, d. h. hier willkiirlich. Die Gleichung vierten Grades
wird dann eine quadratische in z* und man bekommt aus 19)

e v Ty T4 1 -
J—willkfirlich; Ne—c,k* 2 — ikt gy a0 =Bl 0 QB ECd —odi- o
N 9 N
B ‘
p’={:|! LFE— &Nk}ﬂ*—i _i- e’ 1&"

§ 5. Die Ablesungen an der Parabel 7' =n§.

Wenn der Kegelschnitt 10) eine Parabel vorstellt, so ist k=0 zu setzen.

Fir diesen Fall werden die Formeln 18) unbrauchbar, weil in ihnen die ver-
schwindende Gréfse k im Nenner als Faktor steht, aber 2 nicht=oo werden darf.
Zuniichst ersieht man aus der vierten der Gleichungen 17), dafs k=0 die Bedingung
nach sich zieht, dals der Koeffizient ¢, in 15) nicht vorkommt. Dann aber kann 4 be-
liebig grofs genommen werden. Fiir die iibrigen Unbekannten ergeben sich viel einfachere
Werte als in 18). Man bekommt:

n? n c,i.’) N e A 4c,.,|
£ == re=—1 —=—]: =——— . =] ——=} ~ A% — 1. 19
c’ ?( o) P TR 4 Sl i | )

Ist in der Gleichung 15) nicht ¢, sondern ¢;=0, so unterwerfe man sie der
Substitution Z=<r Dann erhilt man eine Gleichung, in der die erste Potenz der Un-

bekannten fehlt, sodals sie nach diesem Paragraphen behandelt werden kann.; Eine
Auflosung nach den Formeln 18) ist nicht moglich.

§ 6. Die Ablesungen an der Hyperbel §.x = {7,

Es sei wieder die' Gleichung zu ldsen:

Cz' 46z’ 462’ + 24 ¢ =0. 15)
Man forme sie gleichfalls durch
1 Z=Ad1
um in G - Gl e gl =0, 15")
multipliziere sie mit einer Unbekannten & und suche sie identisch zo machen mit der
Gleichung fiir die Parameter der Schnittpunkte
der Hyperbel Hefponp ik

T
und des Kreises (§—a)® -4 {:;—,3}5 =T’



Zur Bestimmung der z erhiilt man die Gleichung!:
ot —2far® + (@ -+ 8 —1Y) e — 28 4 £ =0, 20)

Durch Gleichsetzen der entsprechenden Koeffizienten von 153') und 19) entstehen die
Bestimmungsgleichungen

e, =1 elgy=—21fa; eilca=0’ 4 8 —1'; ele,=—218; seu=10. 2l)

Hieraus ergeben sich die Werte

: df L ¥ o
- iz 24 Cy £ oy v Gy " IIJ' f Gy v Cy . e
= — = = — ] = — . g 3 -
Co ' e 23 6 N 2 6 ¢

Ll fhe Tt ol
4 Yeeu|¢ G J

Die Formeln lehren, dals die Ablesungen an dieser Hyperbel nur gemacht werden
konnen, wenn ¢, und ¢, gleiches Vorzeichen haben und von Null verschieden sind, weil
nur unter dieser Voraussetzung 4, «, 8, r reell und endlich werden.

Wihrend bei den Kegelschnitten in § 4 die Formeln 18) fir den Fall versagten,
dals in der Gleichung 15) das Glied mit der ersten Potenz der Unbekannten fehlte,
so dals in diesem Falle die Ablesung an der Parabel des § 5 gemacht werden mulste,
tritt diese Schwierighkeit hier nicht ein. Im Gegenteil vereinfachen sich die Formeln 21)
ganz wesentlich.

Wenn gleichzeitig ¢, und ¢; verschwinden, so wird Gleichuug 15) in 2* quadratisch.
Man erhilt

r:=.

e=0; =0 und r'= — S8
","ll'u‘-'-i
Das Vorzeichen von }l‘buc‘ ist s0 zu wiihlen, dals r*® positiv wird.

Der Vergleich der Formeln 18) und 21) zeigt, dals sich in 21) die ¢, 4, «, fi, T
einfacher ergeben, also die Benutzung der Hyperbel £y = f* zur Auflésung der allgemeinen
Gleichung vierten Grades viel bequemer ist als die Ablesung an dem Kegelschnitt des
§ 4. Die_Anwendung der Hyperbel &5 =1{ ist aber beschrinkter, weil mit ihr nur
solche Gleichungen ihre Losung finden, bei denen ¢, und ¢, gleiches Zeichen haben.

§ V. Ablesungen an dem Kreise ' =n§ - &

Die Formeln 18) versagten, wenn c, oder c¢; verschwanden; sie werden aber
auch unbrauchbar, wenn zwischen den Koeffizienten die Beziehung besteht, dafs der
Nenner N von ¢ verschwindet, wenn also

e e e 23)
Cs i3 (1

Cy
wird.
Die Gleichung 15) hat dann das Aussehen

B Oy T e,
art - oon' + AAE L IR 2t 6 =0,
;1 1
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Hierin vertausche man das zweite und dritte Glied und nehme aus je zwei Gliedern den
gemeinsamen Faktor heraus:

G:E‘ (caz® 4-¢)) + {'.‘:‘F_' (GZ+c) + GZ4¢c, =0

oder
l‘-;

{c!?+c}

(Ca2*+c,) +

(e52° TE:)( -+ z 4 E:)z{}_

C’II 3
(caz® +1y) (.;-4;5 J_{;“J_._L_._?) =) 24)

1
N =20 besagt also, dals Gleichung 15) in zwei guadratische Gleichungen degeneriert.
Ist pun N =0, so bleibt & nur endlich, wenn zugleich 1 — k=0 ist. Dann
aber stellt der Kegelschnitt &) einen Kreis vor:

nz n

B om—
- —

L"'-}: 1§ ﬂzi"—;';-l’
und die Gleichung fiir die Parameter an den Schnittpunkten mit dem veriinderlichen
Kreise lautet

{n_u{l:ﬂ_t_”)‘,ﬂ -t—:n"f'_ﬁl:l-a""—]:])‘::l'u (*+ 1}!1

die sich in

(*+ 1) (&' g*—1') " — 20 g o+ (n—a) 4 f* —r*) =0 25)

spalten lifst. Sie muls mit der aus 24) entstehenden Gleichung

1

a9 9 S - Cy C;
E{C_g.-‘."l.'+ﬂ])(&}.21'+CSAI+ ';3)=0 26)

identisch werden.

Die Gleichsetzung der beiden ersten Faktoren in 25) und 26) bietet kein weiteres
Interesse, da = nach 24) imagindr wird, und bei der graphischen Auflésung von
Gleichungen nur die reellen Wurzeln gesucht werden. Es mufs daher sein:

@ LB =y —2nf=s0d, (l—a) + B —1° ‘—%L“—". 27)
1

Hieraus folgt, dafs s und A4 willkiirlich angenommen werden kénnen und e, g, r
die Werte erhalten:

n : e . , : -
o= — -} Ei(cii’——ﬁf) g=— Lﬂcaﬁ.; r'—=a' 4 B' —sc, A 28)
Bequeme Formeln ergeben sich aus 28) fiir s=2n und 1==1, niimlich:

=g o = I=d 4 p 29)




§ 8. Die Verwendung des Rechenblattes znr Lésung kubischer Gleichungen.

A. Die zur Lisung gestellte Gleichung vierten Grades wird zu einer kubischen
Gleichung, wenn ¢, oder ¢, verschwindet. Wenn ¢,=—0 2zu setzen ist, so ergeben sich
fiir die Ablesung an der Ellipse, bezw. Hyperbel 7* =n& — k& des § 4 folgende aus 18)
hervorgehende Formeln

C i I!:(I"—k}
1’—]{13. N=‘——:ﬂs+ 03 "—‘="__iq_a
[
SN +kc —
n : ? 1—k
e L,__ﬁ___ ‘ﬁ:%'_N clvlflc Pt = ot 4 g 30)

r wird also der Abstand des Koordinatenanfanges vom Mittelpunkte des beweglichen Kreises.
Fiir ¢,=0 erhidlt man aus 18) ebenfalls etwas einfachere Formeln fiir die gesuchten
Stiicke.

B. Fiir die Ablesungen der Wurzeln der kubischeu Gleichung an der Parabel
p*=nE& des § 5 erhiilt man aus 19) fiir ¢,=0:

1 dllkiirlich - _!1:_ ----._n_ _..32;__2. . P, n _Cf_ W 5
L bleibt willkiirlich ; = (I % ), = e Y=o gL 81

Fir ¢,=0 versagen die Formeln 19). Hier kann man gich indessen dadurch

. & : 1 ‘
helfen, dals man vor Beginn der Rechnung die Gleichung 15) durch z = = transformiert.

C. Bei der Hyperbel §9=1f* des § 6 werden die Formeln 21) fiir ¢,=0 un-
brauchbar. Denn die erste der Gleichungen 21) verlangt, dafs f=0 wird. Das
zieht aber nach sich, dals ¢, ¢, und ¢, auch verschwinden miissen. Die kuhische
Gleichung wiirde sich also anf e;z* = 0 reduzieren. So bleibt also zuniichst die Hyperbel
§y =1 zur unmittelbaren Auflisung der kubischen Gleichung aufser Betracht.

Trotzdem kann man sie durch einen Kunstgriff bequem zu diesem Zwecke ver-
wenden:

Lautet ndmlich die gegebene kubische Gleichung

8;2° + 8,2" + 8,2+ a,= 0, 32)

so verwandle man sie durch Multiplikation mit z 4 p in eine Gleichung vierten Grades
8,2' -+ (8, Dag) 2° + (8, -+ pay) 2° -+ (a,+pay) z + pag=0. 33)
Fiir sie erhdlt man aus den Formeln 22):

B DBy fa,+ paSV(pa“)'_ f 8,4 Dalf/ﬁ;.
E=—; A=) a=— ——— - : ﬁ:——_— -—  —;
Pag a; 2 Pag A, 2 pa, 8y
i i : ]__J(ﬂs"'pﬂs}’_i_{ﬂa‘l'pa:)g
4 Ypaag| B It
Hierbei ist das Vorzeichen der beliebigen Zahl p so zu wiihlen, dafs pa, und a,

dasselbe Zeichen erhalten. Am einfachsten werden diese Formeln fir p = == 1,
9!

34)

ri

= 4<a1+paa>}.




§ 9. Das Ablesen der vierten Wurzel.

A. Fiir die Wurzel der Gleichung z* -} ¢,=0 findet man durch Ablesen an dem
Kegelschnitte des § 4 gemiifs den Formeln 18') die Bestimmungsstiicke:

n@2—k ki e b SRy

} =willkiirlich; N=k*i'4¢;; a= ) N ; f=0; =t —-—r

Am bequemsten wihlt man 4 =1.

B. Beim Kreise des § 7 sind die Bestimmungsstiicke aus 35) fir k = 1 abzuleiten.

e : n n
= willkiirlich;: N=4' 4+ ¢;; = = =10 L= s 36)

Der hierdurch bestimmte bewegliche Kreis ist mit dem festen Kreise identisch. Das
zeigt, dafs in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen des § 7 der feste Kreis nur zur
Auflisung quadratischer Gleichungen brauchbar ist.

C. Fiir die Ablesung an der Parabel 5°=n§ liefern die Formeln 19):

I e ST AL, T 441
&= == -—-CB ﬁ-‘i—(l——ﬁn-)ﬁ a7)

ist beliebig, am besten =1, zu wihlen.
D. Die Hyperbel des § 6 gestattet die Ablesung der vierten Wurzel nicht, weil
die Formeln 22) voraussetzen, dals ¢, positiv sei; und das ist hier nicht der Fall,

§ 10. Das Ablesen der Kubikwurzel.

A. Die Gleichung z*=—a kann mit Hilfe des Kegelschnittes in § 4 nach den
Formeln 18) nicht direkt gelost werden. Man kann sie aber dhnlich wie in 33) er-
weitern und dann nach 18) losen. Man findet

(2—k) (%Y— li i)-a..

PR \T:(_a_)’_ S BEpiintn sl Bt _n{—k)/—a
e e Y ey N SNV T
s M—KfaN, 2y oo
L= KN 1'\1’) -+ a* 4 #% 38)
Aber auch diese Formeln sind nicht bequem genug.
B. Die Parabel liefert, da k=0, c,=c=0,=0, ¢z=1 und ¢g=—a ist,
nach 19)
n::--n-' "3:"“11"13' I'I'h=;”e 1—|"(l1_)2 =« - §° 39)
P R Ty 4 a -

4 ist willkiirlich,
C. Die Ablesung am Kreise ist unstatthaft, weil die Bedingung 23) nicht er-
fillt wird,
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D. Um die Hyperbel des § 6 anwenden zu konnen, mufs man wieder die
Gleichung 32) in die Form 33) bringen. Da ay,=1, 8,=0, a,=10 nnd a,=— a ist,
so wird nach 34)

e

gl ".—_‘pias: = _._.Fif._.pa; =« 4+ g% 40)

G @al 2

Diese Formeln gestalten sich sehr einfach, wenn — pa =1 gesetat wird:
f f .  — 2 i ¥
e=55 f=--8; r'=c' +p 40')

Hieraus ersieht man, dafs «, 8 der Mittelpunkt des Strahles vom Koordinaten-
- : Lt :
anfang nach demjenigen Kurvenpunkt ist, der den Parameter = triigt. Dieser Kurven-

punkt ist leicht zu finden, da er in Bezug auf die Hyperbelaxe symmetrisch zum Kurven-
punkte mit dem Parameter a liegt.

§ 10. Die Verwendung des Rechenblattes zur Auflosung quadratischer Gleichungen.

Auf quadratische Gleichungen wird man gefiihrt durch Spezialisieren zweier
Koeffizienten der allgemeinen Gleichung vierten Grades. Man hat folgende Fille zu
betrachten:

L ecz* +c2° +o22=0
I1. Cz' 4 e’ +oz=0
III. 2’ gzt e =0

I. a) Im Falle I besteht zwischen den Koeffizienten die Bedingung 23), welche
erfordert, dafs k=1 gesetzt werde, der allgemeine Kegelschnitt 8) also in einen Kreis
degeneriere. Die Ablesung am Kreise ist aber schon im § 7 erledigt durch die Formeln
28) und 29).

b) Bei der Parabel, also bei k=0, fordert die filufte der Gleichungen 17), weil
ja ¢,=20, dals n =0 sein miifste, was aber nicht zutrifit. - Die Parabel bleibt also hier
unbenutzbar.

¢) Auch mit der Hyperbel §y = f* ist die Gleichung I nicht zu losen, weil nach
22) ¢, nicht 0 sein darf.

II. Der Fall IT wird durch den § 8 erledigt, da die Gleichung II eine kubische
Gleichung ist, deren konstantes Glied =0 ist.

a) Nach § 8 A ist fiir den Kegelschnitt 8) in § 4, (k= 1):

[V c nt{1—k n n 1L—k 5
1’2'1'{::3: N= (,—: ; E=— (N----}; @ == "j:ék' N & E‘i_ 41)

b) Die Anwendung der Parabel mit Hilfe der Formeln 31) ist ausgeschlossen,
weil ¢,=0 zu nehmen ist.

¢) In gleicher Weise kann auch die Hyperbel &y =1f' nicht benutzt werden, weil
¢,—0 ist. Auch der Umweg iiber die Formeln 33) und 34) fithrt nicht zum Ziele.
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III. a) Im Falle IIT ist die Bedingung 28) erfiillt; k ist also =1, die Ablesung
kann nicht am allgemeinen Kegelschunitt 8), sondern mufs am festen Kreise geschehen.
Durch Vertauschung von ¢, ¢, ¢, mit ¢, ¢,, ¢, folgt aus 28), bezw. 29):

0 ==

4

£ & : - : _, :
g (CA—Cd); f=—z-al; =o't f—acl’. 287

L~

# und A willkiirlich.
und fir e=2n; 1= 1:

e=gta—c; f=o; P=c g0, 29')
b) Die Parabel liefert nach 19)

AR n. . n [k ;
4 = beliebig; = 5 =g (i - c: .f.-); g=0; r—1. 42)

¢) Die Hyperbel des § 6 ist wegen ¢,= 0 unbrauchbar.

IV. Eine andere Art der Losung der quadratischen Gleichung mit Hilfe des be-
weglichen Kreises bernht auf der Uberlegung, dafs der Kegelschnitt 8) fir n — k=1
entartet in die eine Gerade 7 =0; d.i. aber die x-Axe. Setzt man ¥ =z und sind die
Parameter der Schnittpunkte des Kreises mit der x-Achse die Wurzeln der Gleichung
1 4+ et + 6=0, s0o muls (zr—e)* -} 8° =1r? identisch mit ihr werden. Das geschieht,
wenn

—2e=c¢ und &’ + ' —1ri=p¢,
ist. Also ist

c ; [ .
o= — -ﬂl-- und r? =; c, — Cof- f°. 43)

Hierin ist # willkiirlich.

§ 1. Die Benutzung des Rechenblattes in Verbindung mit einer beweglichen Graden.

Anhangsweise sei noch darauf hingewiesen, wie sich das Rechenblatt gebranchen
lafst zur Losung quadratischer Gleichungen, wenn an Stelle des beweglichen Kreises ein
Lineal benutzt wird, welches die Schnittpunkte einer beweglichen Geraden mit den festen
Kurven des Blattes bestimmt.

Die zu losende Gleichung sei

G2 oz =0 44)
und die Gleichung der verdnderlichen Geraden

X ooF
= L=, 45
» T )

A, Es sollen zuerst die Schnittpunkte der Geraden mit dem Kegelschnitte 8)
bezw. 10) behandelt werden. Man erhilt

oder

.!._2 irie 'I—‘11'k-__=0‘ 4:6)
P
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Setzt man wie frither z= Az und multiplziert 44) mit ¢ so wird die umgeformte
Gleichung 44) mit 46) identisch, wenn

1= adttss = 3 —=sle,: k—%::scn 47)
ist, Hieraus ergibt sich
e b e R
4 bleibt willkiirlich; e._PE, q"__u—i‘ p_{k.?u’ir:,—"u;}" 48)

Da p und q die Stiicke sind, welche die Gerade 45) aus den Koordinatenachsen
ausschneidet, so ist jetzt die Gerade konstruierbar und ihre Schnittpunkte mit 8) konnen
abgelesen werden.

Ist p=o0, s0 lduft die schneidende Gerade der x-Achse parallel. Dazu ist er-

forderlich, dafs 4 so gewihlt wird, dals J.":-kc; wird.
2

q=co tritt ein, oder die schneidende Gerade ist der y-Achse parallel, wenn in
44) die erste Potenz der Unbekannten nicht auftritt.

Die abgelesenen Parameter werden sofort die Wurzeln von 44), wenn 1=1 ge-
setzt wird.

Die Formeln 48) gelten fiir alle in der Gleichung 8) enthaltenen Arten von
Kegelschnitten. Sie werden am einfachsten fiir k=20, also fiir die Parabel.

In diesem Falle erhiilt man, wenn i=—1 gesetzt wird,

NGy Ty
R
Diese Werte 49) von p und q sind aber ohne Rechnung mit Hilfe des Koordinatennetzes
bestimmbar:

Man bestimmt den Punkt, in dem die Parallele y =c¢; zur x-Achse durch den
Strahl vom Koordinatenanfang nach dem Punkte n, ¢; geschnitten wird. Die x-Koordinate
des Schnittpunktes ist, abgesehen vom Vorzeichen, das gesuchte q. Ahnlich wird p ge-
funden als x-Koordinate des Schnittpunktes der Geraden ¢, mit dem Strahle vom Koordi-
natenanfang nach dem Punkte n, c,.

B. Fiir den Schnitt der Geraden 45) mit der Hyperbel 12) erhilt man

49)

f-2 f
e e =1,
D —l_qf
Die Ubereinstimmung mit 44) fir z = At wird erzielt, wenn bei beliebigem A
: IS fe, fle, -
iy D——Er == G 90)

angenommen wird, Die abgelesenen Parameter sind sogleich die Wurzeln von 45), wenn
i=1 gewihlt ist.

Dann konnen auch wieder die p, ¢ am Rechenblatt selbst gefunden werden. Es
ist, abgesehen vom Vorzeichen, p die x-Koordinate des Schnittpunktes der Geraden 4 —=1¢,
mit dem Strahl 0,0 — f, ¢..

q ist dagegen die x-Koordinate des Schnittpunktes von 5 =e¢, mit dem Strahl
0,0 —f, c,.
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§ 12. Uber die Zeichnung.

In der anliegenden Skizze des behandelten Rechenblattes sind fiir die Konstanten
der zur x-Achse symmetrisch liegenden Kegelschnitte 7°=n¥% — k¥ folgende Werte
gewihlt :

bei der Hyperbel: n=20; k=—1;
n. g Parabel: n=20: k=0;

1

» n DLllipse: =) e —
. dem Kreise: n—=20:" k=1,

Bei der Hyperpel 5 & =1, welche die Koordinatenachse zu Asymptote hat, ist
f—2 genommen.

Die Skizze ist nicht bis in die Einzelheiten ausgefiihrt, weil sie nicht eigentlich
Rechenzwecken dienen, sondern blofs eine ungefihre Ubersicht tber die in Betracht
kommenden Zahlenverhiiltnisse geben soll. Fir diesen Zweck geniigt eine photographische
Verkleinerung meiner Handzeichnung., Fir die Bediirfnisse des wirklichen Rechuens be-
halte ich mir die weitere Ausgestaltung und Heransgabe des Originals vor.

Indessen diirfte auch schon die unvollkommene Skizze mitunter geniigen, uimn die
Wurzeln einer Gleichung vierten Grades einigermalsen genau zu bestimmen, wenn man
daneben noch die Wurzeln derjenigen Gleichung mit Hilfe des Rechenblattes ermittelt,
deren Wurzeln die reziproken Werte zu den Wurzeln der gegebenen Gleichung sind.
Der Vergleich der Wurzeln mit ihren reziproken Werten liefert einen brauchbaren Anhalt
fiir das Urteil iiber die Genauigkeit der Ablesungen

Druck von W, Pormetter in Burlin,

o
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