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Als ich mir anf meine ,Rechenblitter**, welche jetzt bei Mayer & Miiller in
Berlin im Erscheinen begriffen sind, Gebrauchsmusterschutz geben liels, glaubte ich, dals
sich aufser mir niemand mit der Herstellung solcher mechanischer Rechenvorrichtungen
beschiiftige. Erst nachher wurde mir bekannt, dals es schon eine ziemlich ausgedehnte
Litteratur iiber diesen Gegenstand giebt, insbesondere wurde ich von befreundeter Seite
auf den ausfithrlichen Traité de nomographie von d'Ocagne aufmerksam gemacht, der
in umfassender Weise dieses Gebiet behandelt. Wenn also wegen jener fritheren Ver-
offentlichungen und namentlich wegen der letzgenannten Arbeit ein grolser Teil der Er-
gebnisse, zu denen ich gelangt war, jetzt micht mehr neu ist, so haben meine Unter-
suchungen doch noch mancherlei besonderes, sowohl in der Auffassung und Behandlung
des Stoffes, als auch besonders in den praktischen Ergebnissen. Ich bin daher der An-
gicht, dals ich trotz der voraufgegangenen fremden Verdffentlichungen mit der Bekannt-
machung meiner Resultate nicht zuriickzuhalten brauche,

§ 1. Erweiterung des Koordinatenbegriffes.

Um die folgenden Rechnungen und Betrachtungen von einem speziellen Koordi-
natensystem unabhiingig und als allgemein giiltig hinzustellen, soll zuniichst eine allge-
meinere Fassung des Begriffes ,,Koordinaten* gegeben werden durch die Einfithrung der
., Bestimmungsgrifse eines geometrischen Ortes™,

In der Geometrie versteht man unter einem ,geometrischen Orte* die Gesamtheit
aller Punkte, die eine gewisse Bedingung erfiillen. FEin solecher geometrischer Ort stellt
im Raume in der Regel eine Fliche und in der Ebene eine Linie dar. Ist nun das
Grundgebilde, auf welches sich der geometrische Ort bezieht, vollstiindig gegeben, so
hingt die Gestalt des geometrischen Ortes nur noch von einer einzigen Verdinderlichen
ab, die ich ,,Bestimmungsgrilfse des geometrischen Ortes** nenne. Ist beispielsweise ein
fester Punkt gegeben, so ist auch der geometrische Ort aller Punkte, die von ihm gleichen
Abstand haben, bekannt, sobald die Gréfse u dieses Abstandes bestimmt ist. Oder, wenn
das Grundgebilde, auf welches der geometrische Ort bezogen wird, durch 2 feste Punkte
gebildet wird, so ist die Lage aller derjenigen Punkte bekannt, fiir welche die Summe
der Entfernungen von den beiden festen Punkten kounstant ist, sobald die Grifse u jener
Konstanten bestimmt ist. Andern sich die Bestimmungsgrifsen u, so bekommt man im
Falle des ersten Beispiels andere und andere koncentrische Kreise und beim zweiten
Beispiel andere und andere konfokale Ellipsen.
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Es seien nun u und v Bestimmungsgréfsen von 2 irgendwie definierten geome-
trischen Ortern. Ein bestimmtes u definiert dann eine bestimmte Kurve, ein bestimmtes
v eine zweite bestimmte Kurve; beide schneiden sich im allgemeinen; wiihlt man ein
anderes Wertepaar, so ergiebt sich ein anderer Schnittpunkt, n. s. f. Solange iber die
Grofsenbezichungen zwischen u und v nichts angegeben wird, solange lifst sich aunch
nichts iiber die Wanderung des Schnittpunktes der beiden durch u und v charakterisierten
geometrischen Orter aussagen. Sobald aber eine Beziehung zwischen u, v festgesetzt ist,
so dndert sich auch die Lage der Schnittpunkte der beiden Orter gesetzmilsig, d. h. der
Schnittpunkt beschreibt eine Kurve.

Wenn man nun der Beziehung zwischen u, v noch eine von u, v unabhiingige
Zahl « zuordnet, so ergiebt sich fiir ein bestimmtes « eine bestimmte Kurve, lings deren
die Schnittpunkte der beiden geometrischen Orter wandern; filr ein anderes « entsteht
auch eine andere Kurve. Die Gesamtheit aller Kurven, welche zu den unzihlig vielen
e gehoren, wird als eine Kurvenschar bezeichnet.

Hiernach lilst sich jede Gleichung f(u, v; ) =10, worin e von u,v unabhiingig
ist, geometrisch als eine Schar von Schnittkurven zweier geometrischer Orter deuten,
wobei natirlich das Aussehen der Schar verschieden ausfillt, je nachdem man die geo-
metrischen Orter, deren Bestimmungsgrofsen u, v sind, withlt. Die Grifse e spielt die
Rolle des Parameters der Schar. Ist f(u, v;e«) nur von einem Parameter u abhingig,
kommt dagegen v in f=0 nicht vor, so stellt diese Gleichung nicht mehr eine Schar
von Schnittkurven zweier geometrischer Orter vor, sondern sie ist die Definitionsgleichung
des einen geometrischen Ortes selbst, dessen Bestimmungsgrifse u war. Wegen des
veriinderlichen Parameters « aber stellt auch sie eine Schar von Kurven vor. Ist z. B.
der geometrische Ort ein Kreis um einen Punkt A mit dem Radius u, so stellt f=u—e=10
eine Schar koncentrischer Kreise um A mit dem Radius e« vor.

Die iiblichen rechtwinkligen Koordinaten stellen sich bei dieser Betrachtung als
ein ganz spezieller Fall unserer Bestimmungsgrifse geometrischer Orter dar. Die Grund-
gebilde, auf die sich hier die geometrischen Orter beziehen, sind die Koordinatenaxen,
die geometrischen Orter sind die Parallelen zu den Axen, die Bestimmungsgrifsen die
Ordinate und die Abscisse. Wenn wir im folzenden gelegentlich die rechtwinkligen
Koordinaten verwenden, so sollen dafiir ohne weiteren Hinweis auf das besondere Koor-
dinatensystem die Buchstaben x, y verwendet werden, wihrend fiir die allgemeinen Koor-
dinaten immer u, v gebraucht werden.

§ 2. Rechenblitter fiir die Beziehung zwischen 2 Zahlen.

Der Zweck der ,,Rechenblitter® ist, statt gegebener arithmetischer Beziehungen
zwischen Grifsen gewisse geometrische Beziehungen zu gewinnen, die dazu dienen, mit
Hilfe des Auges miihelos Ergebnisse zu erhalten, die sonst nur durch rechnerisches
Denken bekommen werden kinnten. Zun diesem Ende sind anf den Rechenbliittern
Kurvenscharen oder Teile von solchen konstruiert, in denen die Zahlengrifsen, mit denen
zu rechnen wire, durch die verdnderlichen Parameter der Scharen verfreten werden.
Jeder einzelnen Kurve ist der ihr zukommende Parameter als Index angefiigt. So sei
z. B. eine Kurvenschar konstruiert, die durch die Gleichung f, (n, v;; @) = 0 gekennzeichnet
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ist. Zu diesem Behufe mufs ein geometrischer Ort definiert werden, dessen Bestim-
mungsgrifse u, ist, und ein zweiter geometrischer Ort mit der Bestimmungsgrilse v,;
dann mufs fir ein willkiirlich gewihltes « die Kurve f, (1,, vi; &)= 0 konstruiert
und mit dem Index versehen werden, der ihrem Parameter gleich ist. Nun werden dem
e nach und nach andere und andere Werte beigelegt, die zugehorigen Kurven konstruiert
und ihnen als Indices die ihnen zukommenden Werte von «, angeschrieben.

In derselben Weise kann man eine zweite Kurvenschar f (ug, vq3 e) = 0 bilden,
in der «; einen neuen Parameter und u, v, die Bestimmungsgrofsen zweier neuer geom.
Orter bedeuten. Eine arithmetische Beziehung zwischen den Grofsen e, «. kann nun mit
Hilfe der beiden Scharen f, f, geometrisch wiedergegeben werden, wenn man noch
3 Gleichungen zwischen den 4 Bestimmungsgrifsen u,, vy, s, v hinzufiigt. Dann hat
man niimlich 5 Gleichungen zwischen diesen 4 Zahlen, so dafs die 4 Bestimmungsgrofsen
eliminiert werden kinnen. Das Resultat der Elimination ist dann eine Gleichung zwischen
den Zahlen ¢, und @, Die hinzuzunehmenden 3 Gleichungen zwischen uy, vy, Us, vo milgsen
aber so beschaffen sein, dals sie eine geometrische Deutung zulassen.

Zum besseren Verstindnis mag ein Beispiel gegeben werden, welches zwar keinen
praktischen Wert besitzt, aber zur Erklirung der in Betracht kommenden Verhiltnisse ganz
geeignet ist; z B. bedeute in Figur 1 u, den Abstand eines Punktes von einer Geraden 1 und
v, den Radius eines Kreises, dessen Mittelpunkt auf dieser Geraden 1 liegt; wu, sei der
Radins eines Kreises um einen festen Punkt A, v. der Rading eines Kreises um einen
festen Punkt B. Dann stellt f, (u,,v; &) =" — 1, — a,* =0 eine Schar von Senk-

1 e T A
rechten auf 1 im Abstand & und f, (u., Vo3 &) = Y* — &* + Y7o — &’ — m eime Schar
von Parallelen zu AB vor. Je nach den 3 hinzuzufiizenden Bedingungen zwischen den
Koordinaten gestaltet sich die gegenseitige Abhdngigkeit von o, ¢, verschieden. Wihlt

MaN Us=— Vi; Vi — ul}-"ﬁ; V1= ¥s, S0 entsteht durch Elimination von u;, Us, ¥y, ¥2 aus den
= : : : m* 3 25 : ;
vorhandenen 5 Gleichungen die Beziehung 7 4 o = 2", Geometrisch wird nun zu

einem gegebenen ¢, das zugehorige « in folgender Weise ermittelt: u.=v, stellt das
Mittellot auf AB vor; f;= 0 aber eine Schar Wagerechter; der Komplex beider
Gleichungen also die Schnittfigur, d. h. eine Skala fiir o, auf dem Mittellot von AB.
v=u}?2 stellt eine gegen 1 unter 45° gezogene Gerade durch den Mittelpunkt des
Kreises mit dem Radius v, vor. Der Gleichung f;=— 0 entsprach aber eine Schar von
Loten auf 1. Die Vereinigung beider Gleichungen wird durch eine Skala fiir «, aunf der
schriigen Linie v= u'p""_i repriisentierf. Auf dieser Skala sucht man den mit ¢ bezeich-
neten Punkt anf und beschreibt mit dem zugehdrigen v, den Kreis nm B. Derselbe
schneidet die Skala fiir «, in einem Punkte; der Index dieses Punktes ist die Zahl .,

: o g m? i o o 5
welche sich fiir den gewidhlten Wert e aus 1 1 = 2a,* ergeben wiirde.

Diese spezielle Betrachtung liifst sich leicht verallgemeinern:

Angenommen, es seien fi und f. festgewidhlt und die drei hinzuzunehmenden
Gleichungen M, = 0, M; =0, M; = 0 zwischen den 4 Grifsen u;, vy; Uy, v. 50 bestimmt, dals
die Elimination dieser Griofsen aus den 5 Gleichungen auf die Gleichung F (¢, o) =0
fithrt. Dann kann man aus My=0, M,=0, Mi=0 3 neue Gleichungen bilden, in
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denen 3 der Bestimmuongsgrifeen durch die 4. ausgedriickt werden: z. B, u, =N, (v);
vy =N, (Vs}; 1s=N; (v;). Die beiden ersten dieser Gleichungen stellen nach Elimination
yon V. eine Gleichung gwischen u,, v;, also eine Kurve fiir den Punkt P, mit den
Koordinaten u,, v, dar. Die Gleichung u.= N; (v,) ist die Gleichung einer Kurve, deren
Punkte P, die Koordinaten ., v. haben. Die erste dieser beiden Kurven schneidet die
Schar f;=10 und die zweite Kurve dagegen die Schar f,=—0 in gewissen Punkten. Diese
Punkte sind die einzigen Stellen der Kurvenscharen f; und f,, die in Betracht kommen.
Es brauchen darum die Kurven der Scharen nicht vollstiindig ausgezeichnet, sondern von
ihnen nur die Schnittpunkte mit den beiden vorgenannten Kurven angegeben zu werden,
Fiigt man diesen Schnittpunkten dann die Indices bei, die den vollstindigen Kurven zu-
kiimen, so entstehen auf den beiden in Rede stehenden Kurven Skalen, deren Punkte in
gewisser geometrischer Abhingigkeit von einander stehen. Welcher Art diese Beziehung
ist, hiingt von der Form der Funktionen f;, f;, M,, M., M; ab. Beispielsweize kann diese
Form so gewihlt sein, dals der Punkt P, immer auf derselben Wagerechten liegt wie
der Punkt P,, oder dafls der Abstand beider Punkte konstant ist, oder am einfachsten,
dals P, und P, immer zusammenfallen.

Es bleibt noch iibrig zu zeigen, wie sich jede vorgeschriebene Beziehung zwischen
2 Verinderlichen F (e, ¢) =0 durch 2 Skalen geometrisch wiedergeben lilst:

Entweder nehme man die Form der beiden I'unktionen f; und f, und die Form
zweier der Funktionen M z B. M, und M. als fest gewdihlt und M; als unbekannt an.
Dann kann man aus diesen 4 Gleichungen und der gegebenen Gleichung F (o, e =10
die o, e und zwei der Bestimmungsgrifsen z. B. uy, v; eliminieren und erhiilt dann eine
Gleichung zwischen ug, v.. Das ist dann die fehlende Gleichung M;=20.

Oder, man wihlt eine der Funktionen f, z. B. f; (u;, v;; ) =0 und alle 3 Funk-
tionen M, = 0, M, =0, M; =0 fest und eliminiert aus ihnen und F (e,, &) =0 drei der
Bestimmungsgrifsen und . Die Eliminationsresultante giebt eine Beziehung zwischen
e, und der 4. Bestimmungsgriffse. Auf diese Weise erhilt man die fehlende Beziehung
fo=0, die hier nur von einer Bestimmungsgrilse abhiingig wird. Um eine miglichst
einfache geometrische Darstellung der Beziehung zwischen ¢, und ey zu bekommen, muls
man die Form der M so einfach als moglich wiihlen. Am bequemsten setzt man u, = u,,
vo=—1v, und definiert u; und u, als Bestimmungsgrilzen desselben geometrischen Ortes
und v, und v, ebenfalls als Bestimmungserifsen eines und desselben Ortes. TFerner kann
man die dritte Funktion M so wihlen, dafs die beiden Skalen denselben Triiger be-
kommen. Daun kann man aunf der einen Seite dieser Linie die o -Teilung und auf der
andern Seite die entsprechenden Punkte der «,-Skala auftragen.

§ 3. Rechenblitter fiir die Beziehung zwischen 3 Zahlen,

Um eine zahlenmilsige Abhingigkeit dreier Grilsen e, ey, ¢; durch eine geo-
metrische Abhiingigkeit zu ersetzen, ist es nitig, zu den beiden betrachteten Kurven-
scharen f; (u;, vi; &) =0, f; (ug, vs; o) =0 noch eine dritte Schar f; (us, vs; &) =0 hinzu-
zunehmen, worin uy, v, die Bestimmungsgriifsen zweier neuer geometrischer Orter sind.
Zn diesen 3 Gleichungen zwischen den 6 Bestimmungsgrifsen milssen aber noch weitere
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4 Gleichungen zwischen u,, v,; uy, Vo3 U, vy hinzukommen, damit es mdglich wird, durch
Elimination dieser Grifsen eine Beziehung zwischen e, e, e zu erhalten.

Es soll zuniichst gezeigt werden, dafls es, unabhingig von der geometrischen
Bedeutung der w,, vy; s, Va3 0y, v, auf mannigfache Weise moglich ist, jede vorge-
schriebene Gleichung F (o), ey, &) =0 in die Gleichungen Iy—0 =01y = 0" und
4 Gleichungen M, =0 M,=0 M;=0 M,=0 zwischen den 6 Bestimmungsgrilsen
zn zerlegen : }

Es ist zu diesem Zwecke zu zeigen, dals man 6 der 7 Funktionen f, M beliebig
annehmen und dann die Form der siebenten Funktion mit Hilfe der gegebenen Gleichung
F =10 ermitteln kann:

Sind zundchst die 3 Funktionen f fest angenommen, so kann man aus ihnen und
I'=0 die drei « eliminieren. Aus der Eliminationsgleichung und den 3 angenommenen
Funktionen M folgt aber durch Elimination von 3 Bestimmungsgrifsen eine Gleichung
zwischen den 3 iibrigen Bestimmungsgrifsen. Diese Gleichung ist dann die vierte
Gleichung M = 0.

Sind dagegen 2 Funktionen f, z. B, f, =0, f,= 0 und die 4 Funktionen M fest
gewiihlt, so kann man aus thnen und F= 0: e, ey und ., vy s, V. eliminieren. Die
resultierende Gleichung zwischen u,, vs, e ist die gesuchte Gleichung f; = 0.

Da unter den 4 Funktionen M immer 3 ganz beliebig gewihlt werden kinnen,
so ist es auch gestattet anzunehmen, dafs eine oder 2 oder 3 von ihnen feste Kurven
definieren.

Ist z. B. M, (u,, v,) =0, so stellt diese Gleichung eine Kurve vor, deren Punkte
die Koordinaten u,,v, haben. Diese Kurve schneidet aus den Kurven der Schar
f; (0, Vi3 &4) =0 einzelne Punkte aus. Durch das gleichzeitize Bestehen der Gleichungen
M; =0 und f; =0 ist also jetzt eine Skala fiir «, festgelegt.

Ist noch M, (u,, vs) =0, so bestimmt sie in Gemeinschaft mit f, (u,, v,: o) =10
eine Skala fiir e,

Ist auch noch eine dritte Funktion M, von der Gestalt, dals sie einen Zusammen-
hang zwischen u,, v, giebt, so sind M, (uy, vo) =0 und f; (u,, vy: ;) =0 zusammen die
sleichungen einer Skala fiir ..

Nebenher sei bemerkt, dafs die Konstruktion einer durch f(u,v:e)=0 und
M (u, v) =0 definierten Skala fiir ¢ am einfachsten wird, wenn man u und v als Funktionen
von e ausdriickt: u=1U («); v="V (¢) und dann das jedem e entsprechende Wertepaar
i, v berechnet und an der hierdurch bestimmten Stelle das e anschreibt.

Jede Skala entsteht durch die Schnitte einer Kurvenschar und einer festen Kurve:
ihre Definition erfordert also je eine Gleichung f=0 und M =0. Nach diesen Er-
orterungen ldlst sich also der arithmetische Zusammenhang zwischen e, , e, #; geometrisch
wiedergeben durch

[

3 Kurvenscharen und 4 Bedingungen,

2 Kurvenscharen, 1 Skala und 3 Bedingungen,
1 Kurvenschar, 2 Skalen und 2 Bedingungen,
3 Skalen und 1 Bedingung.
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Wenn nur die Schnittpunkte angegeben werden, in denen eine vollstindig ge-
zeichnete Kurvenschar von einer zweiten Schar getroffen wird, so entsteht eine Schar
von Skalen.

Je nach der Beschaffenheit der Bedingungen werden die nach diesem Schema
konstruierten Rechenblitter mehr oder weniger kompliziert. Am vorteilhaftesten gestaltet
man die Bedingungen derartig, dafs sie sich geometrisch mit Hilfe eines Lineals, eines
Zirkels oder einer beweglichen Figur von konstanter Gestalt verwirklichen lassen. Diese
Figur wird dann zweckmifsig auf einem besondern Blatte aus duvchsichtigem Stoffe, z B.
Glas, Glimmer, Celluloid aufgetragen, so dafs sie iiber dem eigentlichen Rechenblatte
verschoben werden kann.

1. Beispielshalber kann man bei Rechenblittern mit 3 Kurvenscharen die hierzu
gehirigen 4 Bedingungen M etwa dadurch ausdriicken, dafs verlangt wird, die 3 Punkte
W, Vi, Us Va, Uy Vs sollen ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite a bilden (= 3 Bedingungen),
und der Schwerpunkt des Dreiecks soll stets auf einer festen Kurve liegen. (Figur 2.)
Sind dann @, und e, gegeben und wird «; gesucht, so lege man das gleichseitige Dreieck
mit seinem Schwerpunkte auf die feste Kurve und mit einer Ecke auf die Kurve o und
verschiebe es dann so lange, bis noch eine 2. Ecke auf die mit dem Index «, versehene
Kurve fillt, Die 3. Ecke bestimmt in der 3. Bchar eine Kurve mit dem Index e;. e
ist die gesuchte Zahl.

Aus der zahllosen Menge von Maglichkeiten fiir die Wahl der 4 Bedingungen
bekommt man in der Regel ein sehr bequem anzuwendendes Rechenblatt, wenn man
bestimmt, dafls die u,, u,, u; Bestimmungsgrofsen desselben Ortes und vy, vy, v; Bestim-
mungsgrifsen eines zweiten Ortes vorstellen sollen und dafs vy ==, =1 und v, = V. = ¥
spin soll. Dann fallen die 3 Punkte uy, Vi U, Va; Us, vs Zusammen. Mit diesem Blatte
wird dann e aus &, und c in der Weise gefunden, dafs man die Kurve e; bis zu ihrem
Schnittpunkte mit der Kurve «, verfolgt und die durch denselben Punkt gehende Kurve
@, aufsucht. Ihr Index ist die gesuchte Zahl. (Figur 3.)

9 Bei Rechenblittern mit 2 Kurvenscharen, 1 Skala und 3 geometrisch zu ver-
wirklichenden Bedingungen mag aus der Menge der miglichen Wahlen folgende bequem
anzuwendende Anordnung hervorgehoben werden:

P, und P, sollen zusammenfallen (u; = uy, v; = v;) und P soll auf einem beweg-
lichen Kreise von festem Radius liegen. Man legt, um mit diesem Blatte «; aus ¢ und
e, zu bestimmen, den festen Kreis aus durchsichtigem Stoffe mit seinem Mittelpunkt auf
den Schnittpunkt der Kurven e; und es; dann geht die Peripherie des Kreises durch die
mit e, bezeichneten Punkte der Skala. (Figur 4.)

3. Bei Rechenblittern mit 1 Kurvenschar, 2 festen Skalen und 2 Bedingungen
empfichlt es sich, die Bedingungen so zu withlen, dafs ihnen geniigt wird durch 2 bewegliche
Kreise mit den Radien r, und r, (Figur 5.) Die Mittelpunkte dieser Kreise legt man
auf die Skalenpunkte e und «. Dann schneiden sich die beiden beweglichen Kreise in
9 Punkten, und die durch diese Punkte gehenden Kurven der Schar tragen als Index die
gesuchten Zahlen es.

Noch bequemer ist es, auch noch r,=r, zu nehmen (Figur 6); dann niimlich
gind @ und @ gleichweit von dem Schnittpunkte der beiden Kreise entfernt, liegen
also auf einem Kreise vom Radiugs r,=r, um den gesuchten Punkt. Man braucht in
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diesem Falle also blofs einen einzigen Kreis, den man dann so legt, dals seine Peri-
pherie durch die beiden Skalenpunkte & und «, hindurchgeht. Der Mittelpunkt des
Kreises bestimmt dann die Kurve ..

4. Bei Rechenblittern mit 3 Skalen und 1 Bedingung wihlt man am bequemsten
die Bedingung, dals die 3 Punkte, welche die Zahlen e, e, ey reprisentieren, in gerader
Linie oder auf einem beweglichen Kreise vom konstanten Radius liegen. (Figur 7a u. b.)

§ 4. Rechenblitter fiir n-Veriinderliche,

Wie man den Zusammenhang von 2 Variablen durch 2 Kurvenscharen und den
von 3 Verdinderlichen durch 3 Kurvenscharen darstellen konnte, so ist es auch maglich,
Rechenblitter mit n Kurvenscharen zur Veranschaulichung der Abhiingigkeit von n Grilsen
zu konstruieren. Um das einzusehen, geniigt folgende theoretische Betrachtung:

Es seien n Kurvenscharen durch die n Gleichungen

f (g V5 @) =05 f (0, Va3 @) =0...; £ (u,,V.;0)=0

definiert. Um hieraus eine Beziehung zwischen den n Gréfsen e« herleiten zu kinnen,
fehlen noch n - 1 Gleichungen zwischen den Bestimmungsgrofsen u,v. Dieselben seien
M=0, M,=0, ... Myys =0. Wenn dann F (&, e,...e)=0 vorgeschrieben ist,
so lifst sich stets eine solche Wahl der Funktionen f und M treffen, dals sie in ihrer
Gesamtheit die Gleichung F =0 zu ersetzen imstande sind:

Ahnlich wie frither seien zuniichst die n Funktionen f und die n Funktionen M.,
M, ... M, festgewiihlt, so lifst sich ermitteln, wie die fehlende Funktion M,., beschaffen
sein mufs: Aug F =0, den n Gleichungen f— 0 und den n Gleichungen M =0, im ganzen
also aus 2 n + 1 Gleichungen kénnen die n Zahlen « und noch n der Bestimmingsgrifsen
u, v eliminiert werden. Die Eliminationsgleichung umfaflst die n iibrigen Bestimmungs-
grifsen und ist identisch mit der unbekannten Funktion M,.,=0.

Wihlt man aber zuerst alle n -} 1 Bedingungsgleichungen M =0 und n — 1 der
Scharengleichungen f,=20, f;=0, ... f._; =0 fest und sucht dann die Form der letzten
Gleichung f,=0, so kann man aus den 2n -+ 1 bekannten Gleichungen n -+ 1 Bestim-
mungsgrofsen und die e, e, ... @, eliminieren. In der Eliminationsgleichung kommen
dann die andern n — 1 Bestimmungsgrifsen u, v und der Parameter &, vor. Nun sollte
aber die gesuchte Gleichung eine Kurvenschar kennzeichnen, also von der Form f, (u,, v.; e.)
=0 sein, withrend eben herausgekommen war, dafs die erhaltene Gleichung n — 1 Koor-
dinaten umfalste. Es ist also nicht allgemein moglich, bei beliebiger Wahl der erforder-
lichen n + 1 Bedingungsgleichungen die n Kurvenscharen f,=0... f,=0 zu bilden.

Wenn man aber die n Funktionen f zuerst und dann erst n Funktionen M fest-
legt, so ist es, wie gezeigt, immer moglich, die fehlende Bedingungsgleichung M, ., — 0
zu finden,

Ist n =3, so0 ist n — 1 =2; dann ist es, entsprechend dem Resultate des vorigen
§ immer moglich, F=0 mit den 7 Gleichungen f =0 und M =0 in Ubereinstimmung
zu bringen, ob man nun alle f oder alle M zuerst festwiihlt.

Sind einzelne der Bedingungen M so beschaffen, dafs sie in der Ebene der Zeich-
nung festliegende Kurven definieren, ist also z B. M, (u;, v))=0, M, (u, vs)=0, ...

Neunte Realschule 1002, 2
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M, (u;,v;) =0, so stellen diese Kurven gemeinsam mit den entsprechenden Scharen

ftafﬂ L)

F (o), o3

. f; 4 Skalen vor,

In diesem Falle giebt also
. » &) =0 charakterisierten Zusammenhang der n Zahlen « durch n—42 Kurven-

das Rechenblatt den durch

scharen, 4 Bkalen und n 4 1 — 1 Bedingungen wieder.

Die Darstellung von F (&, o, ) ist hiernach mbglich (da n = 3): entweder durch
3 Bcharen, 0 Skalen und 4 Bedingungen, oder durch

20 1 Skala

1 Schar

0 Scharen 3
taten iibereinstimmt.

3]

und 3 1 1 "
2 Skalen und 2

1% 11 ¥

und 1 Bedingung, was mit den fritheren Resul-

Bei 4 Veriinderlichen sind (da n—=4) Rechenbliitter moglich mit

4 Scharen, 0 Skalen
3 5 1 Skala
T paMts
1 Schar '3 .,
0 Scharen 4

und 5 Bedingungen oder mit

und 4 o o e
und 3 " " "
ur‘"l 2 " 1 1"

und 1 Bedingung.

5 Verdnderliche sind durch Rechenbliétter zu behandeln, die entweder (da n=5)
5 Scharen, 0 Skalen und 6 Bedingungen oder

4 = 1 Skala und & 7 3
3 o 2 Skalen und 4 i i
2 = 3 , ond3d 5 2
1 Schar 4 5 umd 2 o 1

0 Scharen 5 , und 1 Bedingung,

Die Rechenblitter fiir 6 Verdnderliche enthalten entweder

6 Kurvenscharen, 0 Skalen und 7 Bedingungen oder

5 W 1 Skala und 6 - -
4 3 2 Bkalen und 5 = o
3 o R und 4 i o
2 it 4 1 und 3 P )
1 Kurvenschar SR 1 11 i v

0 Kurvenscharen 6 ,, und 1 Bedingung.

Wenn man als Bedingungen blofs zulilst: gerade Linien, Kreise von konstantem Radius
und das Zusammenfallen von Punkten, so lassen sich die moglichen Typen von Rechen-
blittern mit 4, 5 oder 6 Parametern durch die Figuren 8 bis 25 schematisch ver-
anschaulichen.

§ 5.

Die Figuren 8 bis 12 der ersten Tafel sind die Schemata von méglichen Rechenblittern
mit 4 Veriinderlichen. Das Rechenblatt in Figur 8 enthilt 4 Kurvenscharen ¢ und einen be-
weglichen Kreis. Als die willkiirlichen 5 Bedingungen, welche hinzugenommen werden miissen,

Typen fiir Rechenblitter mit 4 Variablen.
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sind gewihlt: Die Punkte u,, vy und u,, v, fallen zusammen, ebenso ug, v; und u,, v, fallen
zusammen, u,, v, liegt anf einem Kreise mit konstantem Radius um den Schnittpunkt
der Kurven e und @, e, wird aus o, e, os gefunden, indem man den Mittelpunkt des
beweglichen Kreises auf den Schnittpunkt der Kurven o, e legt und den Index e der-
jenigen Kurven der 4. Schar abliest, welche durch den Schnittpunkt des festen Kreises
und der Kurve a; geht.

Figur 9 enthdlt je eine Sechar von Kurven fiir die Parameter oy, ey, @,, cine Skala

fiir ey und die 4 Bedingungen: u, = u., v,= vs, Entfernung u,, v, .. u,, v,=r, Entfer-

NUNE Ug, Vg . . Uy, Vy=T1.

Zur Ermittelung von e, legt man durch den Schnittpunkt der Kurven e;, «, und
den Skalenpunkt «; den beweglichen Kreis. Sein Mittelpunkt fillt anf eine Kurve der
dritten Schar; ihr Index ist das gesuchte «,. (Figur 9.)

In Fig. 10 sind e und & die Parameter von Kurvenscharen, e und e, sind
Indices zweier Skalen. Die 3 Bedingungen, welche erfiillt sind, lassen sich kurz in dem
Satze zusammenfassen: der Schnittpunkt der Kurven e und a,, der Skalenpunkt «; und
der gesuchte Skalenpunkt e, liegen auf einer Geraden.

Gearbeitet wird mit diesem Blatte in der Weise, dafs man den Schnittpunkt der
Kurven e und «, aufsucht, durch ihn und den Punkt «; der Skala eine Gerade (am
besten eine auf einem durchsichtigen Celluloidlinial angebrachte Lingsmarke) legt und
abliest, welches der Index «, des Punktes ist, in dem die Gerade die 2. Skala trifft.

Figur 11 enthiilt die Kurvenschar e; und die drei Skalen e, ey, ¢, FErfilllt sind
die Bedingungen, dals die 3 Punkte u,, Vi; U, Va3 Us, Vs in gerader Linie liegen und dafls
Punkt u,, v, von u,,v, den Abstand r hat. Die gerade Linie kann durch ein Lineal,
der konstante Abstand durch einen beweglichen Kreis ersetzt werden.

Um e, zu finden, wird das Lineal durch die Skalenpunkte e, e gelegt und der
Schnittpunkt M mit Kurve «, gemerkt. Der um diesen Schnittpunkt gelegte Kreis geht
durch den Punkt e, der letzten Skala.

Enthélt wie in Figur 12 das Rechenblatt 4 Skalen, so ist durch die 3 Skalen-
punkte e, ey, ¢; ein Dreieck bestimmt. Die erforderliche eine Bedingungsgleichung muls
g0 beschaffen gein, dals sie iber die gegenseitigen Lage des gesuchten Skalenpunktes e,
und des Dreiecks eine Bestimmung trifft. Z. B. kann eine Festsetzung iiber die Entfernung des
Punktes @, von einem im Dreiecke festen Punkt, wie dem Schnittpunkt der Hihen, der Schwer-
linien, der Winkelhalbierenden, der Mittellote getroffen werden. Hierbei miifste aber aunf
dem Rechenblatte gezeichnet werden. Soll das vermieden werden, so kann man auch mit
einem beweglichen Kreise in folgender Weise auskommen. (Figur 12.) Sind e; und «, auf
ihren Skalen fixiert, so lege man den beweglichen Kreis mit seiner Peripherie durch
diese Punkte und merke die Lage M seines Mittelpunktes. Durch diesen Mittelpunkt M
und den Skalenpunkt e, lege man denselben Kreis und lese die Zahl e, an dem Punkte
der 4. Skala ab, durch den der Kreis geht.

Wenn als Bedingung angenommen wird, dafs die Geraden e @, und o; e, sich
stets auf einer festen Linie 1 schneiden, so erhilt man ein Rechenblatt, dessen Anwendung
aus Figur 12 b leicht ersichtlich wird.

2-1:




& 6. Typen fiir die Rechenblitter mit & Variablen.

1. Fall. (Figur 13.) Das Rechenblatt besteht aus 5 Scharen von Kurven. Die
6 Bedingungen kinnen durch die Forderung gegeben werden, dals Punkt u,, v; mit Punkt
ug, vz und Punkt u,, v; mit Punkt u,, v, zusammenfillt, Pankt u,, v, aber von ihnen den-
selben Abstand r haben soll.

o, sei die gesuchte Zahl. Um sie aufzufinden, wird der bewegliche Kreis vom
Radins r durch die beiden Schnittpunkte e;, ey und e, &, gelegt. Er bestimmt dann
durch die Lage seines Mittelpunktes den Index o, einer Kurve der 5. Schar.

2. Fall. (Figur 14.)) Das Rechenblatt ist aus 4 Kurvenscharen fiir o, o, oy, o
und 1 Skala fiir e, zusammengesetzt. Die 5 Bedingungen lassen sich in die (scheinbar)
eine zusammenziehen: Die Schnittpunkte e, ¢ und e, e, sollen mit dem Skalenpunkte e,
auf einer beweglichen Linie, z. B. einer Geraden liegen. Die Anwendung dieses Blattes
zur Ermittelung von e, besteht dann einfach darin, dals man die Punkte e, ¢ und e, o
durch eine Gerade verbindet und den Index e, des Punktes bestimmt, in dem sie die
Bkala schneidet.

3. Fall. (Figur 15.) 3 Kurvenscharen reprisentieren die Veriinderlichen e, ey, a3
2 Skalen die Variablen e, «,

Als die 4 Bedingungen kinnen gewiihlt werden: w,=u,; v = v.; die Punkfe
W, Vi5 Ws, Vaj Wy, Ve Sollen in gerader Linie, Punkt u,,v. auf einem Kreise mit r um
u,, v, liegen.

Bei diesem Blatte wird zur Begtimmung der Unbekannten o, der Schnitfpunkt
der Kurven o, und e mit dem Skalenpunkte e; durch eine Gerade verbunden. Auf ihren
Schnittpunkt mit der Kurve «, wird der Mittelpunkt des Kreises vom Radius r gelegt
und dann an der Skala fiir «, abgelesen, welches der Index o, des Schnittpunktes der
Skala und des Kreises ist.

4. Fall. (Figur 16a.) Auf dem Rechenblatte sind 2 Kurvenscharen fiir e, a; und
3 Skalen fiir e, @, «, anfgetragen. Es konnen dann noch 3 Bedingungen zwischen den
Koordinaten der Kurven- und Skalenpunkte beliebig gewihlt werden. Es kann an-
genommen werden, dals w,=u,, v,=1v, ist. Es bleibt dann noch eine beliebig festzu-
setzende Bedingung fiir die Lage des Skalenpunktes e; zu dem Dreieck mit den Ecken
@, 2 @3 @ iibrig, Filr sie kann #ihnlich wie in Figur 12a des vorigen Paragraphen ein
beweglicher Kreis vom Radius r angenommen werden, der so gelegt wird, dafs auf seiner
Peripherie der Schnittpunkt der Kurve e, mit der Kurve o, sowie der Skalenpunkt a, liegen.
Der Mittelpunkt M des Kreises wird gemerkt und durch ihn und @, ein zweiter Kreis
(am besten vom selben Radius) gelegt, der die letzte Skala in dem mit «, bezeichneten
Punkte schneidet.

Bequem wire es auch, wenn statt des 2. Kreises, der durch M und «, geht, ein
dem ersten konzentrischer Kreis verwendet werden kinnte, der durch e, geht, und dessen
Peripherie die letzte Skala in «, schneidet. Ein solcher 2. Kreis mit verinderlichem
Radins lielse sich leiecht herstellen, wenn das durchsichtige Blatt, auf dem der erste
Kreis aufgezeichnet wiire, nicht blofs diesen, sondern gleich eine Schar konzentrischer,
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mit ihrem Radius als Index numerierter Kreise triige. Davon soll hier aber abgesehen
werden, weil in den fritheren allgemeinen Ertrterungen stillschweigend angenommen war,
dafs die Bedingungsgleichungen zwischen den Koordinaten u, v keine verinderlichen
Parameter enthalten sollten. Ein dem in Figur 12 b geschilderten Rechenblatt dhnliches
wird durch Figur 16 b veranschaulicht.

5. Fall. (Figur 17.) Eine Schar e, und 4 Skalen e, @, ¢, &; bilden das Rechen-
blatt; Bedingungen diirfen nur 2 vorhanden sein, FEs kann angenommen werden: 1) die
3 Punkte u;, v;; W, Vs; Us, V5 liegen anf einer Geraden, 2) die Punkte wu,, vi; wy, i3 ug, v;
dagegen auf einem Kreise von konstantem Radins. Als Art der Verwendung dieses
Blattes ergiebt sich folgende: Zuniichst werden e, und , durch ein Lineal verbunden und
dann wird festgestellt, in welchem Punkte die Kurve &, von dieser Geraden geschnitten
wird. Darauf wird durch den gefundenen Schnittpunkt und den Skalenpunkt «, der be-
wegliche Kreis gelegt und sein Schnittpunkt «; mit der letzten Skala abgelesen.

6. Fall. (Figur 18.) 5 Skalen bilden das Rechenblatt. Als die einzige zu er-
filllende Bedingung kann gewihlt werden: Der Schuittpunkt der Geraden @y und o o
soll Mittelpunkt eines beweglichen Kreises sein, von dessen Peripherie die finfte Skala
in @, geschnitten wird.

Zur Bestimmung von o, aus o, ., @, ; legt man durch die Skalenpunkte o, e,
und durch die Skalenpunkte &;, e, die beiden Geraden, fixiert ihren Schnittpunkt und
legt auf ihn den Mittelpunkt des beweglichen Kreises. Dieser schneidet die 5. Skala in ;.

§ 7. Typen fiir Rechenblitter mit 6 Variablen.

1. Fall. (Figur 19.) Das Rechenblatt enthilt 6 Kurvenscharen. Die 7 Be-
dingungen kinnen so gewihlt werden, dals die Schnittpunkte e, ca) ey, e oy, ¢ anf
einer Geraden liegen.

o, wird mit einem solchen Blatte gefunden, indem man die Schnittpunkte ¢,
und e, e, anfsucht, sie durch eine Gerade verbindet und diese bis zum Schnitte mit der
Kurve e; verlingert. Durch denselben Punkt geht dann eine Kurve, welche die gesuchte
Zahl als Index trigt.

2. Fall. (Figur 20.) 5 Kurvenscharen fiir o, e, oy, o, &, 1 Skala fiir a.

Als Bedingungen kinnen festgesetzt werden: Die Schnittpunkte e, ¢, und a;, o
liegen mit uy, v, auf derselben Geraden, und us;, v hat von us, vi konstanten Abstand.

Man hat hier die Punkte ¢, ¢, und o5, ¢, durch eine Gerade zu verbinden, diese
bis zur Kurve e« zu verlingern und auf den Schnittpunkt den Mittelpunkt eines festen
Kreises zu verschieben, der mit seiner Peripherie die Skala in Punkten mit dem Index e,
schneidet.

3. Fall. (Figur 21.) 4 Scharen filr e, @, ¢, a, 2 Skalen fiir «;, a.

Die Bedingungen kinnen so gewiihlt werden, dals die Schnittpunkte e, @: und
ee; ¢, auf der Peripherie eines beweglichen Kreises liegen und der Mittelpunkt desselben
mit us, v, und ug, v, in eine gerade Linie fillt.

Zur Ermittelung von «; legt man den beweglichen Kreis mit seiner Peripherie
durch die Schnittpunkte ¢y, @ und o, ¢, und verbindet dann den Mittelpunkt M des
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Kreises durch eine Gerade mit e, Auf der anderen Skala schneidet diese Gerade den
Punkt e, aus.

4. Fall. (Figur 22.) 3 Scharen und 3 Skalen.

Man kann die Bedingungen so festsetzen, dals folgendes Verfahren zur Ermitte-
lung von «; angewendet werden kann: Der Schnittpunkt der Kurven e und e wird
mit dem Skalenpunkte e, durch eine Gerade verbunden, von der die Kurve e; in einem
gewissen Punkte getroffen wird. Legt man nun einen beweglichen Kreis durch diesen
Punkt und den Skalenpunkt e, so giebt der Kreis auf der letztem Skala den Punkt e, an.

5, Fall, (Figur 23.) 2 Scharen und 4 Skalen.

Man kann in diesem Falle iiber die Bedingungen so verfiigen, dals man folgendes
Verfahren zur Auffindung von e, einschlagen kann: Der Schuittpunkt der Kurven e« und
e wird mit dem Skalenpunkt «; durch eine Gerade verbunden; ebenso wird durch e
und «; eine Gerade gelegt. Auf den Schnittpunkt M beider Geraden wird der Mittel-
punkt eines beweglichen Kreises gelegt, und dann abgelesen, welches der Index «; des
Punktes ist, in dem der Kreis die letzte Skala schneidet.

6. Fall. (Figur 24.) 1 Schar und 5 Skalen.

In der Figur 24 sind die Bedingungen derart angenommen, dafs die Verbindungs-
linien der Skalenpunkte e, ey und e, e sich in einem Punkte P schneiden und dafs durch
ihn und den Schnittpunkt der Geraden e, «; mit der Kurve @, ein beweglicher Kreis
gelegt ist, auf dessen Umfang anch der Skalenpunkt e, liegt.

7. Fall. 6 Skalen.

Die einzige Bedingung, welche zwischen den 6 Skalenpunkten bestehen mufs, ist in
Figur 25 die, dals der Schnittpunkt P der Geraden e, ¢, und e, «, mit den Punkten e, und
e, in gerader Linie liegt. Man hat hier zur Aunffindung der Unbekannten o, die Gerade
Zwischen den Skalenpunkten e; und e, und die Gerade zwischen den Skalenpunkten ey
und e, zu ziehen, ihren Schnittpunkt zn markieren und ihn mit dem Punkte e, durch
eing Gerade zu verbinden. Diese Gerade giebt dann auf der 6. Skala das gesuchte «, an.

In dhnlicher Weise hitte man vorzugehen, um Rechenblitter mit 7, 8 oder mehr
Variablen herzustellen. Auf die ndhere Ausfithrung muls hier aber wegen Raummangels
verzichtet werden.

§ 8. Beispiele fiir Rechenblitter mit 3 Kurvenscharen.

Die bisherigen Ergebnisse erfahren ganz wesentliche Anderungen und die, nament-
lich bei zahlreichen Variablen, oft ziemlich verwickelte Anwendung der Recheubliitter
wird mitunter erheblich vereinfacht, wenn in den, die Nebenbedingungen verwirklichenden
beweglichen Figuren von konstanter Gestalt auch noch Kurvenscharen und Skalen zu-
zugelassen werden. Fiir die arithmetische Gestalt der Nebenbedingungen bedeuten aber
solche beweglichen Scharen und Skalen nichts anderes, als dafls in den, frither M ge-
nannten, Funktionen zwischen den Koordinaten auch noch verdinderliche Parameter vor-
kommen. Die hierdurch hervorgerufenen Abweichungen von unseren fritheren Resultaten
kinnen aber an dieser Stelle nicht mehr behandelt werden.

Im folgenden sollen nur noch einige Skizzen von Rechenblittern, die meines
Wissens bisher noch nicht verdffentlicht sind, und die sich auf die Abhiingigkeit von
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3 Verinderlichen beziehen, kurz besprochen werden. Bei der Auswahl der Beispiele ist
malsgebend gewesen, dals sie die voraufgegangenen Erorterungen iiber allgemeine Koor-
dinaten illustrieren, dals sie zeigen sollen, wie sich in Wirklichkeit ein nach den fritheren
Angaben konstruiertes Rechenblatt ausnimmt, wie sich eine und dieselbe Beziehung
zwischen 3 Variablen in mannigfaltiger Weise durch Rechenblitter wiedergeben lafst.

Die simtlichen Rechenblitter auf Tafel 2 bestehen aus 3 Scharen von Kurven,
meist geraden Linien. Krummlinige Scharen kommen vor in Figur 6, 7, 8, 13.

In Figur 6 ist die Lage eines Punktes P, der Kreisschar um Q bestimmt durch
seinen Abstand u, von Q und den Winkel v,, den eine von P, nach Q gezogene Gerade
mit der Wagerechten RQ bildet; ein Punkt P, der Strahlenschar durch Q ist durch die
entsprechenden Koordinaten ug, v, bestimmt, Die beiden geometrischen Orter fiir einen
Punkt P, der Kurvensechar um R sind: seine Entfernung u, von R und der Winkel
PsQR=v, Die 3 Gleichungen der Kurvenscharen lauten:

fiEﬂ[-—A;a]='U; f:i\’g—lgﬂgzu; ngHg—ig%=ﬂ.

Die Nebenbedingungen, die von den Koordinaten erfiilllt werden miissen, sind
hier, wie bei allen Skizzen der Tafel, so gewiihlt, dals die 3 zusammengehirigen Kurven
tey, g, ¢t durch denselben Punkt gehen. Das ist hier der Fall, wenn u, =, v, = v: = ¥a.
Damit als Eliminationsresultat herauskomme: e°=1 4 & — 2, c0s ¢, besteht die
besondere Bedingung u,* =1 + u,* — 2u, cos v..

Dieses Blatt kann dazu dienen, aus 2 Seiten eines Dreiecks und dem einge-
schlossenen Winkel die 3. Seite zu berechnen. Ein ganz ihnlich aussehendes Rechenblatt
ergiebt sich fiir die Losung der quad. Gleichung, wenn man

o' =14 £* und cos e;=24g,
einfithrt.

In den Figuren 8 und 13 ist angenommen, dafs ein Punkt der Kreisschar durch
seinen Radius u, und durch den Winkel v;, den der Radius mit einem festen Durchmesser
bildet, bestimmt ist. Dieselben geometrischen Orter gelten fiir einen Punkt der Strahlen-
schar, Die geometrischen Orter fiir die Punkte der Wagerechten sind der Abstand u,
von dem festen Durchmesser und der Winkel, den die nach dem Kreismittelpunkt ge-
zogene Gerade mit dem festen Durchmesser bildet.

Die Kurvenscharen sind gemeinsam definiert durch

=AM 8 (e); up=14yf; (e); 8in vy= Ay f;(a;).

Die gemeinsamen Nebenbedingungen sind u, = uy, u;=u; sin vs; v; = vs=1,;. Die beiden
Figuren skizzieren also den Zusammenhang 1, f, (o) = 4, f, (&) - & f; (@), und zwar ist in
Figur 8: fi=w; fi=I1ge; fy = lg et;, s0 dals &, — a™ wird, bei entsprechender Wahl der
Grilsen A

Bei Figur 13, wo f, =lge; fi=1ga;; f; =@, ist, wird die Beziehung o, = "
dargestellf.

In den Figuren 9, 10, 11, 14, 16 wird derselbe Zusammenhang f; () = f, (@,) - fs (es)
durch 3 Scharen gerader Linien repriisentiert. Punkte der wagerechten Linien und des
Strahlenbiischels werden durch ihre Abstiinde u,, u, von der festen Wagerechten und
durch die Winkel v,, v, bestimmt, welche die von den Punkten nach dem Scheitel des
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Biischels gezogenen Strahlen mit der festen Wagerechten bilden, die Punkte der senk-
rechten Schar dagegen durch denselben Winkel v; und den Abstand u, von der senk-
rechten Axe bestimmt. Ubereinstimmend kann fiir alle diese Rechenblitter gesetat
werden =X f (e); =A% (e), te =45 (e); h=utg%; L=1;; —=V—1;
Speziell ist in 9 w=dea; w=A4lge; tgv=A4Ilgw, also o=a®

0 m=hlge; Lh=hlga; tevi=lat, , o=u"
— 1 1
il = ?‘1, ty =L ——; tgwu=4—, ,, m=—a-a
£y Ve

14 w, =4 1ga; ui=Igas; tg ;=123 &y} mithin c,=—e,%, also &halich wie 10;

A A5 Ay
16 , =—; Uy=—; lgvu=—, also a,— & ;.
ey ity (241

In allen itbrigen Skizzen auf Tafel 1 sind rechtwinklige Koordinaten zu Grunde
gelegt, und als Nebenbedingungen: x; = % =X, Yy = J»=J: angenommen.

Agy )
"3_
Figur 15 charakterisiert die Beziehung ¢, — \;’u, durch die drei Scharen
. Ay
54 h=klge; ,Tg:li-elg gy Yg=—Xp° .
e |

Vermbge der Parallelen zu den Strahlen des Biischels (e) ist es moglich, auch aus Zahlen,
die nicht mehr unmittelbar auf dem Blatte vorhanden sind, die Wurzeln zu ziehen,

In fihnlicher Weise wird in Figur 12 die Beziehune e, — . durch die Scharen
B g O3 2

u=—hlge; n=higlga; —x+H=4Iglge
dargestellt.
i = Xz — 1 2 ] - ¢
Bei Figur 7 ist xy,—ea;; X.—uo; = oy gewdihlt, Diese Figur ist also
eine Darstellung der Beziehung (o™ — 1) =y - (e, —1).

In: Figur. 1'—5 ist gemeinsam X =@ Ja—a3; Bi— X=X, Hh—Yi—T;
gewihlt.

Fig. 1 bebhandelt die kubische Gleichung e, - ey’ - ;- et + ey =10

]

also ist die 3. Schar durch e® + &’ -+ %05 + y; = 0 definiert.

also ist die 3. Schar durch e® + 3" + ¢ + y; =0 definiert.

Fig. 2 behandelt die kubische Gleichung c,® -+ eye* -+ a3 + a6 =0,

Fig. 3 behandelt die kubische Gleichung &' 4 we® + cues + 1 =10,
also ist die 3. Schar durch e, -+ x; 0 + ys 06, + 1 =0 definiert.
Fig. 4 behandelt die kubische Gleichung e’ + - 4+ ey -+ =10,

algo ist die 3. Schar durch e, -+ X3¢ + y; = 0. definiert.

f—
=1
o3

. & behandelt die quadratische Gleichung e,® - ooy -+ 0, — 0,

algo ist die 3. Schar durch «,® 4 x,e¢, + y, = 0. definiert.
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Auf Tafel 3 wird in Figur 6 die quadratische Gleichung durch die beiden Scharen
N=—die; X+ Yo =r"— o und die Skala x;— e, dargestellt. Die erforder-
lichen Nebenbedingungen sind: x, =%, =7y und (x:—x,)* + (ya—v.)" =1r°. Mit diesem
Blatte wird die Gleichung e;® + e - ¢;=— @, gelist, indem man einen beweglichen Kreis
von Radius r, der dem in der Figur stark ausgezogenen Kreis kongruent ist, mit seinem
Mittelpunkt auf den Schnittpunkt des Kreises @, und der Geraden e, legt. Seine Peri-
pherie geht dann durch die Punkte e; der Skala.

Dieses Rechenblatt kann auch (ohne die Schar der Geraden) zum Multiplizieren
und Dividieren gebraucht werden- Legt man den Kreis niimlich mit seiner Peripherie
durch die Punkte e, und #- der Skala, so fillt der Mittelpunkt des beweglichen Kreises
auf einen festen Kreis, dessen Index — o e - 8, ist, je nachdem e, und 8, auf derselben
Seite oder auf verschiedenen Seiten des Nullpunktes der Skala liegen.

In diesem Falle hat man es also mit einem Rechenblatte zu thun, das aus einer
Schar und 2 Skalen auf demselben Triiger besteht.

-

Figur 7 behandelt die Beziehung e, = e, - mit Hilfe der Schar x,=1,1g ¢,
und der beiden Skalen auf gemeinsamem Triger xo=4lga, y.=0; x=2%41g o,
Ya=10. Bedingungen sind (x,—x)* + v’ =1r" und (x;,—x,)* 4+ y,'=r"

Man multipliziert mit diesem Blatte, indem man um die Skalenpunkte e und e,
Kreise mit gleichem Radius beschreibt und den Index e, der Geraden abliest, auf die der
Schnittpunkt beider (oder der Mittelpunkt eines beweglichen Kreises durch ey, «;) fillt.
Eine andere Art, das Produkt e,e; zu bilden, besteht darin, dafs man um den Punkt

— mit beliebigem Radius einen Kreis beschreibt, der die Gerade e, in einem Punkte P
g

schneidet und dann mit demselben Radius um P den Kreis schligt, der die andere Skala
in einem Punkte e trifft. Dann ist o, = e e

Abhnlich wird dividiert. Die iibrigen Skizzen der Tafel 2 sind Rechenbliitter mit
3 Skalen, bei denen die Nebenbedingung diejenige ist, dals die drei zusammengehirigen
Skalenpunkte auf einer Geraden liegen. Aus gegebenen Werten e, e, wird e, also ge-
funden, indem man e« und e durch ein Lineal verbindet und zusieht, durch welchen
Punkt e; der 3. Skala es geht.

Auf solche Rechenblitter wird man durch die Betrachtung gefiihrt, dals man
einem Rechenblatte mit 3 Scharen gerader Linien einen beliebigen Kegelschnitt zuordnen
und alle Geraden dann als Polaren in Bezug auf diesen Kegelschnitt ansehen kann, Jeder
Polare entspricht dann ein bestimmter Pol; zeichnet man nun zu séimtlichen Polaren die
Pole, so entstehen 3 Skalen und drei durch einen Punkt gehenden Polaren entsprechen
dann drei in gerader Linie liegende Pole.

In schiefwinkligen Koordinaten lautet die Bedingung, dals 3 Punkte in gerader

Byl
Linie liegen: [xiy.1|=0.
|Xs ¥s 1 i
Sind nun zwei der Skalen geradlinig, so kann man zie als Axen ansehen, fir
Neonte Realsohule, 1001, 3
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den Fall, dafls sie sich schneiden. Man kann dann setzen x.=10, y;=0 und erhilt

: Zaop by : :
als Nebenbedingung — - I\c{ — 1, so dals die darzustellende Bezichung lautet:
X3 Xa 5
j‘l t.} (:Cf.':) I'_ L‘.!H }_’;5;_';”::' =
Aofy (o) o o (o) ¥

Sind aber die beiden geradlinigcen Skalen parallel, so darf man sie nicht mehr
zu Koordinatenaxen withlen; man kann sie aber einer Axe parallel legen und y,=bh,
ys= b, setzen. Man erhilt dann als Nebenbedingung

!:l._. - = :I':: }-‘: — 1]1 et
Xy +x, = + b, — bs,—0 und als darzustellende Gleichung
Xa Ls

- by — ua 23 Iza'i--_‘l 5 5 s I:re. s i]1
AT A | el LS P e YRl :
b () Ay f5 (e25) + Ak () Ay 15 (o)

S e )

Nach der ersten Art ist die kubische Gleichung e;® 4 eo® + @ae; + 1 =10 in Figur ]
nach der zweiten Art in Figur 2 behandelt.

Wenn noch die 3. Skala geradliniz und gleichzeitiz einer der beiden andern
Skalen parallel ist, so ergeben sich viele sehr interessante logarithmische und nicht
logarithmische Rechenblitter, namentlich fiir Multiplikation, Division, Potenzierung und
Radizierung, auf deren theorethische Erdrterung hier nicht eingegangen werden kann.

)

In Figar 3 ist die Gleichung e = ey durch die Skalen X, =l e, n=Db;

b
_'{: — D. "’2 —_— — !
i g

l+a‘.1

angenommen sind. Um mit diesem Blatte z B. 2 -4 zu finden, miifste man den Punkt 2 der
oberen Skala mit dem Punkt 4 der mittleren durch eine Gerade verbinden, die dann durch
den Punkt 8 der unteren Skala geht. Wenn man aber 3 - 4 aufsuchen wollte, so wiirde das
Produkt, weil >> 10, nicht mehr auf der aufgezeichneten unteren Skala zu finden sein. Da-
fiir ist noch eine Reihe anderer Mittellinien gezogen, die mit 1, 2, 3 . . . anfangen. Auf der
mit 1 anfangenden sucht man 3 und verbindet diese 3 mit der oberen 4. Dann geht diese
Linie durch den Punkt 2 der unteren Skala. Die an die mittlere Skala angeschriebene
1 ist dann nur vor die gefundene 2 zu setzen, um das gesuchte Produkt 12 zu finden.
dhnlich mufs man verfahren, um 6.9 zu finden, Auf der mit 5 beginnenden Skala sucht
man die 6 auf und verbindet sie mit der oberen 9. Dann geht diese Linie durch Punkt 4
der unteren Linie. Die vorgesetzte 5 giebt dann 54. Das ist ein sehr bequemes Rechen-
blatt, das grifsere Genauigkeit bietet, als der gewdhnliche Rechenstab.

Figur 4 behandelt die Gleichung o, = @, worin die o, anf der unteren Wage-
rechten, die «, auf der Senkrechten und die «, auf der oberen Wagerechten abge-
lesen werden.

-: X3=— — Myee;, y5=—0 behandelt, worin schiefwinklige Koordinaten
LRl 1 47}

4 B 3 % . A i
Figur 5. Vermige der wagerechten Skala xl:]a.l’r" der senkrechten }f2=ié‘-
o -1 e o |
und der schriigen X; =y, = wird die Beziehung e - oy = o behandelt.
g ey
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Die Figuren 6, 7, 8 geben Rechenblitter fiir das harmonische, arithmetische und
geometrische Mittel. Das Mittel wird immer an der mittleren Skala abgelesen.

In Figur 1 wiirden die wagerechten und senkrechten Skalen in die Unendlich-
keit gehen. Sie sind in der Zeichnung bei 4= 2 abgebrochen., Dafiir ist von hier ab
eine ganz beliebige Teilung vorgenommen, und dann sind auf den Axen senkrechte
Skalen konstruiert. Soll man die Gerade aye, ziehen, wo ; nicht mehr auf dem Blatte
vorhanden ist, so geht man von dem auf der beliebigen Teilung als « bezeichneten
Punkt aus die dort errichtete Skala entlang, bis man zum Punkt ¢, kommt. Diesen ver-
bindet man nun mit dem Punkte & der Hauptskala, so ist die Richtung der Geraden
¢ s bestimmt. In der Zeichnung ist die beliebige Teilung so gewiihlt, dafls auf allen
neuen Skalen, die in den willkiirlich Punkten «, errichtet wurden, die mit e, bezeich-
neten Punkte in eine gerade Linie fallen, dann entstehen die vier Strahlenbiischel mit
dem Centrum == 2.

Alle weiteren Ausfilhrungen miissen unterbleiben, weil es wegen der grofsen Kosten,
welche schon die Vervielfiltizung meiner Handzeichnungen verursacht, nicht angiingig ist,
die Munifizenz der Stadt Berlin auch noch bei den Ausgaben fiir die Druckkosten iiber-
mifsig in Anspruch zu nehmen.

3%




Druck von W, Pormetter in Berlin.










f o a,_'rl- Py P L

o Y T T
L] F rini L e

L .1._. ol ol &

i . - - F B B 8 e

. B ®

o SR R1E - e B
el ] |

.IID.-”J. % i Ll r gy

| |

..... .,.-..n..
._ |- Ly | |ﬂl 5 = Hlllll. .
R e o il ] R = il O - S
- - ¥ -y T e o | I
1 |-.._ ' T A Lt L ww .IL .
-1 . i il PG
by -1 LIS oA o i ¥
LibgIE TR T

‘-l_'-E'- 1

Mk

P
ErE 1 I — -
e, e T I e M | !
._I.-iJ.I-II-.-|- &
]
E 1 | '
— P - L | L] -

L e e T i
s — = N M W o L ey [ | -7 -
| = -T—% u.-.uul_ & il = - —
Lot
| ] i e - - i . - S— s H
| .11. |.|i|l|||-..lh.||1ur.-_.-._|.ﬂ.d-n|-1..-_.ﬂ-.. T =
e - ——— et . e —
| il . I R i
e T R R U e B E R A e e RS A M 2P
- T o S -
R - I e e e -
- T 1 1 B B —

=l

L
]

.
|

SO0, * LRy

- =
I L EL ! oLl

1 ! 4
AT o bl SR B

...... [ ]

—_—
" v 1 =1 |
v [ (]
4 . i mr e ———

an e |__.||.|.II [ ]

5]

= - . - 1..‘|‘..|.|.I .

N I P2 B L !
— ” - U i ] 1 " 2 g

-

E -







e AR RS T



g g dd g3 aa di dd
l?"'.i'd'lr'-u;“:rrr-ﬂ-!'l ':

¥

& e - FE

% B R L

I |
r __ B gl pF
e o
3 .
a ]

| T
.||-r|I-"'-' =
L
=

T i
=

e e e L bl
e
r II

-~

A
i
. ..
|
-
ol
-
-
o
-+
- d
#
-
F
"
L
&
a
&
]













¥ e i M e S e S

o




	Titel
	[Seite]
	[Seite]

	Abschnitt
	[Seite]
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12
	Seite 13
	Seite 14
	Seite 15
	Seite 16
	Seite 17
	Seite 18
	Seite 19
	[Seite]

	Illustrationen
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]


