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Einleitung.

F. Klein stellt in ,Vorlesungen tber das Ikosaeder® zuerst
die Gruppe der Dieder-, Tetraeder-, Oktaeder- und Ikosaeder-
Drehungen auf (I, 1 § 3—8). Diesen Rotationsgruppen ent-
sprechen Gruppen von linearen Substitutionen (I, 2 § 1). Dann
werden die rationalen Funktionen Z gebildet, die bei ‘diesen
Substitutionsgruppen ungeindert bleiben. (I, 2 § 14). Ist um-
cekehrt die rationale Funktion Z ihrein Zahlenwerte nach ge-
geben, dann kann man das zugehorige z als Unbekannte an-
sehen. So entstehen die Gleichungen, die (entsprechend den
Rotationsgruppen) Dieder-, . . . und Ikosaeder - Gleichung
heissen. (p. 62).

Die Gleichungen haben ihrem Bildungsgesetze nach fol-
gende Eigenschaft: Die simtlichen Wurzeln der Dieder-, . .
Gleichung gehen aus einer von ihnen durch die Drehungen
der Dieder-, . ... Gruppe hervor. Diese Gleichungen sind im
allgemeinen irreducibel, und weil sich alle Wurzeln durch eine
aus ihnen rational darstellen lassen, sind die Gleichungen
normal und kénnen daher, solange sie irreducibel sind, als ihre
eigenen Galois’schen Resolventen angesehen werden (p. 93);
(die Koeffizienten, die in den Substitutionen auftreten, sind
dabei als zum Rationalititsbereich gehorig gedacht). Fir diesen
allgemeinen Fall hat Klein p. 96 f. die Auflosung der Dieder-,
. ... und Oktaeder-Gleichung gegeben. Fir spezielle Werte des
Koeffizienten Z konnen jedoch unsere Gleichungen reducibel
werden. Die naheliegenden Fragen sind nun: Wann tritt dies
ein und wie erhalte ich die irreduciblen Faktoren? Ich. will
diese Frage auf rein analytischem Wege allein an der Okta-
eder - Gleichung beantworten. Die Behandlung der {ibrigen
Gleichungen wiirde sich ganz analog gestalten.

Die Anregung zu der vorliegenden Arbeit verdankt der
Verfasser H. Professor Hartogs, der ihn auch wiéhrend der
Anfertizung mit seinem Rate unterstitzte.
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Es ist die

Aufgabe:

1. Fiir welche Werte des Koeffizienten Z kann die Oktaeder-
gleichung reducibel werden?

2. Wie lautet dabei die Zerlegung in irreducible Faktoren?

§ 1.
Theorie.

Die allgemeine Oktaedergleichung ist

W3 — 108t*Z = 0 wlkosaeder®, Klein (62a) p. 60
oder (z°--14z* 4-1)>— 1082z (z*—1)* Z=0; Klein (51a) p. 54-

Die Galois'sche Gruppe dieser Gleichung ist fiir ein all-
gemeines 7Z im Rationalititsbereich (Po, i, Z) H:4,') die iso-
morph ist zur Gruppe $':s der rationalen Operationen, durch
welche die Wurzeln aus einer von ihnen hervorgehen. (Klein
(31a) p. 43). Zunichst muss der Zusammenhang zwischen
der Galois’schen Gruppe der irreduciblen Oktaedergleichung
und der Gruppe der Drehungen, durch welche die Wurzeln
aus einer von ihnen hervorgehen, klar gelegt werden.

Die Oktaedergleichung ist im allgemeinen ihre eigene
Galois’sche Resolvente. Die Substitutionen der Galois’schen

. z20o , W1 (20 . :

Gruppe sind demnach He = (‘r (z 'J- 41 (.}L( (3 ) ), wobei
e (40 ), e | £0 = St

') Py = natiirlicher Rationalitdtsbereich. — Die Gruppen sollen immer

mit deutschen Buchstaben bezeichnet werden: dabei gibt der untere Index
die Ordnung an.
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9e(z0) die simtlichen 24 Wurzeln der Oktaedergleichung durch-
lauft.

Geht jedoch bei einer Drehung der Punkt zo tber in
3« (z0), dann geht gleichzeitig der andere Punkt 91 (zo) tber
in 9« (91 (z0)). Eine Drehung wiirde daher dargestellt durch
( 3(‘22}20)” 9::',(!3(15;12)0}) =5 ) Ich kann nun die Galois’sche
Gruppe und die Gruppe der Drehungen isomorph aufeinander
beziehen, wenn ich folgende Zuordnung treffe:

3“2(020): 31:;35220]) 5 ) soll entsprechen
die Substitution- der Galois’schen Gruppe

( Zo ] 91 (z0) s
a1 (20), 91 (3e—1(20)) . - .
Bedeutung:

Wenn durch ( 5 Z(Um)
AL

Der Drehung (

); 9« (zo) hat dabei folgende

] das zo iibergefithrt wird in J«(20),

dann soll durch 2
e i
(-f}r: i (ZU)

) das J«(z0) iibergefiihrt werden
in zo.

Nun ist zu beweisen, dass beide Gruppen tatsichlich
isomorph auf einander bezogen sind. Dies geschieht auf die
gewohnliche Weise: Ich nehme 2 Drehungen und die ihnen
zugeordneten Elemente der Galois’schen Gruppe. Dem Produkt
der Drehungen muss dann das Produkt der zugeordneten Ele-
mente entsprechen.

ZOI ok 70 R £ B P U ) O
tb"u (z0), e Y1 (20) . . ) (.3',8 (z0), Ip Y1 (z0) . . ]
=0 A e U ) o ) )
= (:hi e (20), I8 Fed(zo) . . J°

Die entsprechenden Substitutionen der Galois’schen Gruppe:
( e A S ) LR ) - ( Z0 725 )= (20) e )
e~ (20), 91 a2 (20) - - 9p=1(20), 91352 (20) . ..

BT 20 - J1 (zo) S ]

7= (3« —195 e (Zu), J1 (fhe"‘ . 3;3_1 (2’.0)} HoG

& ( Z0 s a1 (20) o )
— (989 (20)~Y 91 (9p90)~Y) ... )"

“‘-\_ A

(S
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Die beiden Gruppen sind somit durch die angegebene Zu-
ordnung tatséchlich isomorph auf einander bezogen.

Die Substitutionen, mit denen wir es im folgenden zu tun
haben, sind im allgemeinen Substitutionen einer Galois’schen
Gruppe. Wenn wir uns auf die Gruppen der Drehungen, die
Klein ableitet, beziehen, so wird es sich dabei meist um die
su ihnen isomorphen Galois'schen Gruppen handeln.

Unsere Aufgabe ist, die Falle anzugeben, in denen die
Gleichung des Oktaeders reducibel wird. Wir wissen: Die
Galois’sche Gruppe einer reduciblen Gleichung ist intransitiv.
Nun gilt aber: Die Galois'sche Gruppe unserer Oktaedergleich-
ung kann in speziellen Fallen nur zu einer Untergruppe der
einfach transitiven Gruppe a4 (Grad und Ordnung sind 24)
werden, von denen jede intransitiv ist. Es ist demnach zu
untersuchen, was eintritt, wenn eine der Untergruppen von
Hes4 die Galois'sche Gruppe der Oktaedergleichung wird. Die
Gruppe der Drehungen und daher auch die Galois’'sche Gruppe
der irreduciblen Oktaedergleichung besitzt folgende Unter-

gruppen:

a) 3 konjugierte cyklische Untergruppen £
4* n " n 51:33
6 ’ ’ , oY
3 : é . 9,

b) 3 s Diedergruppen i
d’ ] " @5 '
3 ] ” blgl J
1 invariante Untergruppe 0

¢) die Tetraedergruppe n JA

Dyck, Math. Ann. 22, p. 103.

Es mige eine dieser Untergruppen (Hn) die Galois'sche
Gruppe der Oktaedergleichung werden. Dann zerfallen die

24 Wurzeln in = Intransitivititsabteilungen von je n Grossen. ')

1) Diese Behauptung ist nur richtig, solange i zum Rationalitiits-
bereich gehort, weil nur dann die einfach transitive Gruppe $:4 die
Galois’sche Gruppe der allgemeinen Oktaedergleichung ist.
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Durch Anwendung der Substitutionen von Pn gehe zo iiber in
Z0, 91 (20) . . . 9n—1 (z0). Dies sind dann die Grossen einer
Intransitivitéitsabteilung. Wie erhalte ich die tbrigen Intran-
silivititsabteilungen? Es ist

P24 = EHn - GiHn | . . . Gs-1Hn; s.n = 24,

E (Einheitselement), Gi ... Gs_1 bilden die Substitutionen
eines vollstindigen Repraesentantensystems 2. Art von De4
beziiglich $n'). Diese mégen zo tiberfiihren in

20, g1 (70) . . . gs_1 (zo0).

Wende ich auf diese s Grossen die Substitutionen von
$Hn an, so erhalte ich damit die s Intransitivitﬁtsabteilungen'-

Z0 , S1(20) , 2 (z0) sie e ram =1i(Zo)
g1 (20), g1(91(20)), g1 (92 (zo)) .« « g1 9n_1(20),
gs—1(20), gs—1 91(20), gs_1 92 (z0) . . . @s-1 9n-1 (zo);
Die irreduciblen Faktoren sind entsprechend:
[ Z—20) . (z— 91(20)) .+ » (z2—Yn-1(z0)) ].
[(z — g1 (20)). (z— g1 91 (70)) «« - (Z— g1 In_1(20))] .
[(z— ¢gs—-1(z0). (z — gs-191(20)) . . . (z— gs-1 In_1 (z0))]

Die Koeffizienten, die in den einzelnen Faktoren auf-
treten, haben die Form Symmetrische Funktion von

Lge (20), ge 1 (20), . . . gednai(zo)s e —i0; 1 e o)
dabei go 9» (20) = I (20).

Diese Koeffizienten gehéren ihrem Bildungsgesetze nach
zu §n. Wir kénnen aber noch weiter behaupten, dass alle
Koeffizienten der obigen Zerlegung, soweit sie nicht von zo
unabhiingig sind, linear in einem aus ihnen sind mit Koeffi-

zienten aus (Po,i). Das lisst sich zeigen mittels eines Beweises
bei Klein § 14, p. 58.

Ich wihle zunichst als Rationalititshereich (Po,i). 2 Koeffi-
zienten unserer Zerlegung seien R (z,)= C und R (20} =G

') Unter Substitutionen eines vollstindigen Repraesentantensystems
schlechthin will ich im folgenden die Substitutionen E GL . - Ge=1)
verstehen, wenn £y — Hn E +§n G4, .. 4 Hn Gl—1); wemn Hn eine
invariante Untergruppe von $.; ist, dann fallen beide Arten zusammen,
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Die Werte C und C' miissen nach Voraussetzung zu (Po,1) ge-
horen. Ich nehme nun fiir einen Augenblick zo als Variable z
an; dann habe ich 2 Gleichungen R(z) — C=0 und R'(z) —
(‘= 0; ich kann auch schreiben R (z)= Symmetrische Funk-
tion [pe (z), gedr (2), - - - g In.a1 (2)] = G; der Grad von
R(z) ist n, weil es eine symmetrische Funkiion von n, in z
linearen Funktionen ist.

Es sei nun ¢ eine Wurzel von R(z) —C=0; dann ist
also Symmetrische Funktion aus :
[q:rc (:), g:(:{fl (:), . e t:pun')n—l(f:)-l — C=0;
Daraus folgt unmittelbar, dass auch Symmetrische Funk-
tion [gedv (O), ge91(Iy (), - - . gaIn_1(F» ({)]—C=0
y=1"2 . v.n—1.

Wir haben damit n Wurzeln von R(z) — C=0. Sollte
diese Gleichung vom Grade n mehr als n Wurzeln besitzen,
dann miisste R(z) — C identisch verschwinden, d. h. R(z) sich
auf eine Konstante reduzieren. Das gleiche gilt fir R'(z). Wir
kénnen jetzt sagen: Der Wert, den C und C' erhilt, wenn ich
fir z ein bestimmtes ¢ einsetze, bleibt dann und nur dann
erhalten, wenn ich fiir ¢ irgend eine der n (von einander ver-
schiedenen) Grossen substituiere, die aus £ durch die n Dreh-
ungen der zu $Hn isomorphen Rotationsgruppe entstehen. ,So
schliessen wir, dass R(z) von R‘(z) und ebenso R'(z) von R(z)
rational abhingt, d. h. R'(z) eine lineare Funktion von R(z).”
(Klein p. 59). Es ist also R'(z) =:—Egi§, WO &, By, 7, 0
Grossen von (Po,i) sind; denn wir haben bisher den Rationali-
titsbereich (Po,1) vorausgesetzt. Jetzt erweitern wir den Ra-
tionalititshereich zu (Po,i, Z); wir wihlen dann z = { so, dass
R(%) Grosse von (Po,i,Z). Es gilt nun immer noch die Be-

: SIS
ziehung R'({) = “_R{*) '_3

; dabei sind also «, g, 7, d Grossen

y-R(Q+d’

von (Po,i), R(f) und daher auch R'(;) Gréssen von (Po,i,Z).
Das Resultat ist somit: Alle Koeffizienten unserer Zerlegung
lassen sich linear durch einen aus ihnen darstellen mit Koeffi-
zienten aus (Po, 1), oder aber, sie reduzieren sich auf reine Zahlen.
Zu jeder Untergruppe 9n existieren, wenn Hn nicht in-
variante Untergruppe von D2+ ist, beziiglich $24 konjugierte
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Untergruppen. Wir wollen zeigen: Es ergibt sich stets die
gleiche Zerlegung in irreducible Faktoren, gleichgiiltig, welche
von mehreren konjugierten Untergruppen von 24 die Galois-
sche Gruppe der Gleichung wird. Der Beweis ist folgender:

Wir gehen aus von der Zerlegung in irreducible Faktoren,
die sich ergibt, wenn $n die Galois’sche Gruppe ist. ($n sei
nicht invariante Untergruppe von $:24). Ein irreducibler Fak-
tor sei zn—+ ... |+ (z0) . zn—a | .. .; ¥(zo0) sei ein Koeffi-
zient, der keine von zo unabhingige Zahl und auch nicht
identisch Null ist. w(z0) gehort zu Hn. Nun wende ich auf
die Koeffizienten des obigen Faktors die Substitution G von
$e24 an, die nicht in Hn ist und erhalte

mt .4 [ @em—at . s
die jetzt auftretenden Koeffizienten gehéren zu der zu $Hn be-
ziiglich 24 konjugierten Gruppe G—'HnG; denn
G—! fahrt we in‘y iber,
Hn lasst y ungeindert,
G fihrt y in ye Gber;
also G—19HnG lasst Ywe ungeindert.

Wende ich so G auf die Koeffizienten in allen irreduciblen
Faktoren an, so entstehen lauter Koeffizienten, die (sofern sie
nicht reine Zahlen sind) zu G-'9nG gehdren. Wir haben also
die Zerlegung fiir den Fall, das G—19nG die Galois’sche Gruppe
wird. (Denn die 24 Wurzeln der Oktaeder-Gleichung lassen
sich nur auf eine Weise so zusammenfassen, dass die Koeffi-
zienten in allen irreduciblen Faktoren zu G-!'$nG gehoren).
Dies ist jedoch keine neue Zerlegung. Ich erhielt sie nimlich,
indem ich auf die Koeffizienten der ersten Zerlegung die Sub-
stitution G = ( oy ) anwandte. Dies kann ich so deuten:
g (_Zo) “ie e
Ich ersetze zo in allen Koeffizienten durch ¢ (z'0) und driicke
nun alles durch z‘o aus, d. h. stelle die Koeffizienten als Funk-
tion einer anderen Wurzel z'o dar. Die n Wurzeln, die zu-
sammengehdren, wenn Hn die Galois’sche Gruppe ist, gehoren
auch zusammen, wenn G—'$nG ') (irgend eine zu $Hn beziig-

') Die zu $n konjugierte Untergruppe G—1HuG entsteht schliesslich
auch nur aus $n, wenn ich in den beiden Zeilen von $n die Substitution G
ausfithre, was nichts anderes bedeutet, als dass nun alle Wurzeln rational
durch eine andere z’y ausgedriickt werden.
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lich $2+ konjugierte Gruppe) die Galois'sche Gruppe ist; nur
driicken sie sich jetzt mittelst einer anderen Wurzel aus. Das
Resultat ist demnach: Jedes System konjugierter Untergruppen
liefert genau eine Zerlegungsmoglichkeit der Oktaedergleichung.')

Sehr einfach wird das Verfahren der Aufsuchung der
irreduciblen Faktoren, wenn eine invariante Untergruppe von
He+ die Galois’sche Gruppe der Oktaedergleichung wird. Eine
solehe sei Am; dann ist

,‘\32429[111-1'-1:{1 E’Im—ﬂ— a=r —}—th : ‘e'![m,

= UYm + AmBR1 4 . . . —+ UAm - Bt 15 t- m = 24;

Vorher haben wir samtliche Intransitivititsabteilungen und
damit samtliche irreduciblen Faktoren erhalten, indem wir
auf die Wurzeln, die aus irgend einer durch Anwendung der
Substitutionen eines vollstindigen Repraesentantensystems
9. Art entstanden, séimtliche Substitutionen der Galois’schen
Gruppe anwandten. Aber weil Am eine invariante Untergruppe;
so darf ich statt dessen auf zo zuerst die Substitutionen von
9y anwenden. Wende ich dann Ri ... Rt auf die m
Wurzeln des einen irreduciblen Faktors an, so erhalte ich die
siimtlichen Intransitivititsbteilungen. Dies kann ich noch ver-
einfachen, indem ich R, . . . Rt-1 gleich auf die symmetrischen
Funktionen der Wurzeln, das ist auf die Koeffizienten des
ersten irreduciblen Faktors anwende. Far den Fall also,
dass eine invariante Untergruppe von $es die Galois’sche
Gruppe wird, erhalten wir samtliche irreduciblen Faktoren,
wenn wir auf die Koeffizienten eines irreduciblen Faktors die
Substitutionen eines vollstindigen Repraesentantensystems von
$es beziiglich der invarianten Untergruppe anwenden.

Wenn wir in der angegebenen Weise von allen konju-
gierten Untergruppen eine beliebige nehmen, sie zur Galois-
schen Gruppe machen und so verfahren, wie oben durchge-
fihrt wurde, so erhalten wir jede mdgliche Zerlegung der
Oktaedergleichung (andere Zerlegungen gibt es nicht) und
zwar haben alle irreduciblen Faktoren den gleichen Grad;?)

1) ITm Grund genommen sagt auch der Satz bei Klein p. 88 das gleiche
aus: Hs gibt so viel verschiedenartige Resolventen einer vorgelegten
Gleichung f(z) =0, als innerhalb der zugehdrigen Gruppe (¢ verschiedene
Systeme konjugierter Untergruppen existieren.

?) Gilt nur, solange i zum Rationalitiitsbereich gehirt.




denn jeder irreducible Faktor stellt, gleich 0 gesetzt, eine
Galois’sche Resolvente dar.

§ 2.
Zerlegung der Oktaedergleichung
in 2 (3, 6, 12) Faktoren vom Grade 12 (8, 4, 2).

Wir gehen aus von einer invarianten Untergruppe von
$e4, ninlich der Vierergruppe

AT AL e 05T
bl b oy

Klein (21) p. 37. Wenn $: die Galois’sche Gruppe wird, dann
zerfillt die Oktaedergleichung in 6 irreducible Faktoren vom
Grade 4. Der Faktor, der die Grossen, die aus zo durch An-
wendung von $+ entstehen, zu Wurzeln hat, lautet:

4 2 2 1
7zt — 7z (zo Jl—%,)—{—l.

Weil $4 eine invariante Untergruppe von $es ist, so
erhalte ich die tbrigen irreduciblen Faktoren vom Grade 4,
wenn ich die Substitutionen eines vollstindigen Repraesen-
tantensystems von $es4 beziliglich H+ auf den Koeffizienten

2 1 -
20% -+ anwende.

Pes = Hre2 | Hi12 H; H12 = Galois’sche Gruppe der Tetra-
edergleichung. Klein (30a) p. 42.%)

i (i.z;u: )'

AL AV B
@13:S4+®4ﬂl—|—@4H2;I‘II:(.2“+1 “);HE:(M-M__.);

Zp—1 zo—1i

De4 = Ha 4 HaH1 4 Ha He - (H4 - H+ Hi - H« He) H;

E, Hi, He, H, Hi. H, He. H (Substitutionen eines vc-]lgtz‘iudigen
Repraesentatensystems von $a4 beziiglich $4) sind nun auf

!) Die hier angegebene Form ist fiir unsere Zwecke nur umzugestalten
n eine Galois’sche Gruppe; also

£ Zo
sasmp( A Db [t e )

Zog—1
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f 502—1—;;;; anzawenden. Damit erhalten wir die 6 irreduciblen
Faktoren
2 by ,.-—1 2
24— 2 (5 2) 1 - 2 22 (EED G+ U
et i) e etk 2 (st )

ot (G + G 2 (CR) - ER))

Zo—1

el et e ),

Die ersten 3 Faktoren geben die Tetraedergleichung; die
simtlichen 6 Faktoren geben die Oktaedergleichung.

Die Koeffizienten gehoren (soweit sie von z, abhingig
sind) zu $+ und missen nach der vorausgeschickten Theorie
lineare Funktionen eines aus ihnen sein. Wenn sonach einer

der Koeffizienten z. B. 2, -{—,:, zum Rationalititsbereich ge-

hort, dann gehoren alle zu dem Rationalitiatsbereich und wir
haben damit eine mogliche Zerlegung in 6 irreducible Faktoren.

An Stelle von z,’ --}-z—n, fihren wir ein

(2,2 — 1)2 .
Y — TP —b; Klein (10) u. (11) p. 97.
s 0

= L .
do _I‘-Ez-—-o_"‘izg,

1 . 4 -
wenn z,®—- - rational bekannt ist, ist es auch Z: und um-
gekehrt. Nun sind alle Koeffizienten durch Z= auszudriicken.

Zn =41 z0 — | 16 zo? —9 4
(ru—]) _l_(zu-l-i _—_'_[_kzu’-— 1)2 2’
4

zo+1 zo — 1 1_6 L=l ]
70 — i 2o + 1 T 2 N Eier Za—1"
_1+.3

N

+

20
Die Zerlegung ist demnach
It — 222 (1 —2Zs) + 1 + {2442 22 (1 — ) + 1
2t 970 (14 ) 1 + 24222 (1 —2Ze) -1
973 (1 - o2) 1) ot —220 (1 — ) + 1}
Fir welche Werte des Koeffizienten Z der allgemeinen
Oktaedergleichung ist diese Zerlegung moglich? Zu diesem

Zwecke suchen wir eine Beziehung zwischen Zz und Z1 und
dann zwischen 71 und Z. (Z1 = Koeffizient der Tetraeder-

gleichung.)
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B — @3Zy =0 Klein (5) p. 969

oder (z* —2iV8z* 1)) — (2t }-2iV52* 13- Z1 =0 4

Klein (45) p. 51.

Wir vergleichen nun einmal, nachdem wir den Koeffi-
zienten von z'* zu 1 gemacht haben, die Koeffizienten von z!?
in dieser Tetraedergleichung und in der obigen (Produkt der
3 ersten Faktoren der Zerlegung) und bekommen damit die
Beziehung zwischen Z: und Zs.

2 2 = sy 1427 '
—2(1—2Zs— 14z 14,2 ) =—6iy5. EX ¢
—2Z2+8Z%+8Z%—2 o faltZ, 2
e =olilAges &

. Zo 4 e\ B 1 17 e

somit Z1:(z,=_;_7, ta=—545iV38.%

In dieser Formel tritt ausser i die Irrationalilit /3 auf.
Aber V/3 ist nicht notwendig in Z: und in Z. Wir adjungieren :
daher V'8 nicht. Dann miissen wir aber fiir Zi eine andere
Grosse als Koeffizient der Tetraedergleichung einfithren. Wir
fithren ein e AR o

GI]/S I—Zlﬁ—bzi"

— 14 Z)

denn — 6i)/8 ;= ist der Koeffizient von z'® in der allge-
meinen Tetraedergleichung (wenn der Koeffizient von z!® E

gleich 1 ist); die tibrigen Koeffizienten sind dann sicher rational
in Z; mit Koeffizienten aus (Bqii)

Die Tetraedergleichung gestaltet sich folgendermassen:

1
Zi--1
."r G |
Es ist Z':Lii —
Vi el

Aus P® — p®Z, =0 wird
{z4-4-1—91|-"sz=)3(-ljs Zi—1) — (@ +142iV5- (s Zi+1) =0 8
—2 (@ +1)°4-2- 362 (2* 1) 42 622 ((z*+1)2—424Z, =0

28— 3328 — 3324 -1 —62° (2* — 1)°Z = 0
allgemeine Tetraedergleichung.

') Um in Ubereinstimmung mit Klein (61a) p. 60 zu bleiben, ist bei 2
I8 -
Klein in (5) p. 96 zu lesen —i ).

E

¥) Bei Klein (9) p. 97 ist die Formel so abzuiindern. Ich habe die
obige Entwicklung auch noch aus dem Grunde gegeben, weil Klein die
Formel nicht eigentlich ableitet.
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Hieraus ersehen wir auch, fiur welche Werte von Z: die
Tetraedergleichung in 3 Faktoren vom Grade 4 zerfillt (d. h.
Z: dem Rationalitdtsbereich angehort).

Wir hatten:
14+7Z1 —9273-1-3724-37Z,—2
3115 - 2 3""_} e e
1—7Zx 22— 7y

Z i :
da Z2=Db und iJ/3; }i-—i—Z so erhalten wir:

Ist P ein beliebiger Rationalititsbereich, welcher i enthalt

. ” — 2b3 4 3b? 4 3b — 2 . . -
und ist 3Z; = ‘f;),:-:-' , wo b irgend eine Grosse des

Rationalititsbereiches P bedeutet, dann kann ich die Tetraeder-
gleichung im Rationalititsbereich P in 3 Faktoren vom Grade 4
zerlegen. [Wir werden spiter genauer auf die Frage nach
der Wahl des Rationalititshereiches eingshen].

Wir kénnen obige Beziehung zwischen Z; und b (und
ebenso alle tibrigen spiiter auftretenden Beziehungen zwischen
ralionalen Funktionen der Wurzeln) noch auf andere Art

ableiten.

‘— 9241 : A : s
h="""22"%1 ist eine rationale Funktion der Wurzeln,

die bei den Substitutionen einer Untergruppe ($+) von iz
ungeiindert bleibt. Ieh nehme nun fiir einen Augenblick an,
b sei nicht rational bekannt und frage nach der irreduciblen
Gleichung fir b.

Es war $i12 = D+ ++ H+ Hi + H: He; b, bH,, bH. sind des-
halb die konjugierten Werte und die im Rationalititshereich
(Pg,i,Z)) irreducible Gleichung fir b ist

(u—Db) (u — bH,) (u — bH,) = 0.

b =% - l(z[,3 - -;n-.,); bH, = G ((;: J_r_i 2l "E; 11)-3);
b, =5 — < (G5 G
Die irreducible Glelchun-r ist demnach
(Qu—-l—l—zr'hu) (Qu—l d”'+i”°t+l\ (Qu_l_l_““‘_“'”") 0

2z9? (Zo*— 1)? (zo* + 1)2
2u— 1)3- (2u — 1) A 3?_5‘?‘:_”_5‘?_;*‘5 5 ol S Tt
u l) +(_(L1 220" (zo'— 1)¢ (2u 1) (zot —1)*

70“—%320 — 83z00 + 1 {]
——— =

dzo (z0'- 1)%

N st 7)== mist Bt il
L= i 20% (20 [ ’

6zo® (2ot — 1)*
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Somit Qu—1)*4+3Qu—1)*Z; —9(2u--1)—3 Zi=0
2ut+3u*(Zi—1)—3u@ +1)+2=0;
Die irreducible Gleichung fiir b ist sonach:
2b°+-3b*(Z; —1)—3b(Z; +1)+2=0;?)
Daraus ergibt sich wieder die obige Beziehung:

74— —23+8b2+8b—2
3Z; = b

Wir haben noch anzugeben fiir welche Werte von Z die
Oktaedergleichung in die oben (p. 13) berechneten Faktoren
zerfallt. Die Zerlegung war:

{24 —22% (1 —2b)4-1f » {2t 4 222 (1 — §) -1}
(2t — 22° g2 4 1f « {24222 (1 — 2b) -1
(222200 1) . (92—l

Wir haben bereits Z! durch b= Z; = =1 dargestellt.

—dzgt
Nun ist noch Z durch Z; auszudriicken.
Aus dem Faktor

—Zi+1
— 8 - V3 8 +

Ps
i

V3
(p. 14) erhalte ich. den andern Faktor der Oktaedergleichung,

wenn ich auf den Koeffizienten Z; die Substitution H= (izzn e )
0 e

foe L

anwende (p. 12).
s F) 12— 382709 — 88 z0' 4-1 i
Es ist Z; —*— "= sonach (Z)u=—2;;

620 (0% — 1)? 1?
die Oktaedergleichung ist daher:

1
Z: —
gd — @3 ]3 : =

i
1_3£+1

') Nur weil in dieser irreduciblen Gleichung fiir b die Grisse &y
linear vorkommt, kann ich Z; uls rationale Funktion von b darstellen mit
Koeffizienten aus (Po,1). Diese Tatsache ist eine unmittelbare Folgerung
aus dem p. 9 angegebenen Gesetze, dass alle Koeffizienten einer Zerlegung
sich linear durch einen ausdriicken mit Koeffizienten aus (Py,i). Eine rati-
onale Funktion der Wurzeln, die zu §mn gehort, liisst sich daher rational
darstellen durch eine rationale Funktion der Wurzeln, die zu §n gehort,
mit Koeffizienten aus (Py,1).




g

ke r; !g 1
q,l.‘:_]_!-pli_ Eijﬂ (pﬁ s z'l_;—lj_ZO;
— 324 —1
da =W Klein (43) p. 50
P8 — p? = — 12i [/31t* Klein (46a) p. 51
so ergibt sich:

3—7Z2

—ta. 41 QWS R |

3. 144t 2W3-2W T
9

oder W32 — 108t* (14 ;) =0

Nun ist die allgemeine Oktaedergleichung:
W2 —108t*- Z = 0 Klein (4) p. 96
somit Z =15 Z:%;
Wir setzen nun Z; =a') und kénnen unser Resultat so
aussprechen:

Wenn die durch Z =1 ¥ bestimmie Grésse a dem
Rationalititsbereich (P,,i,Z)%) angehort, dann isl die Oktaeder-
gleichung in 2 Faktoren vom Grade 12 zerleghar und die Zer-
legung lautet:

1212 — 3328 — 3374 -1 — 622 (2¢— 1)%a}
212 —332° — 3324411622 (z* — 1)%al;

Wenn nun weiterhin a spezielle Werle annimmt, néimlich
—2h3 4 8b2 4 8b —2

4 (b3 —b) !
wobei b Grosse des Rationalititsbereiches (P,,i,Z), dann zer-
fallt jeder der obigen Faktoren in 3 Teilfaktoren und wir er-
halten die p. 16 angegebene Zerlegung in 6 Faktoren.

Hier schliesst sich unmittelbar die Frage an: Fiir welche
Werte von b zerfallen die 6 Faktoren vom Grade 4 in je
2 Faktoren vom Grade 2?

a=

; s
1) Fithren wir in der Formel Z - 'I—I—.i‘. wieder ein

oLy i =
7 ils k2L

1—7
dann wird daraus 7 — — (2?—?1)7; so ist anch zu lesen bei Klein (8) p. 97.

?) Gehort z. B. Z zu P;, dann muss a Grisse von (Po,i) sein, braucht
also nicht notwendig reell zu sein.

2
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£ =E+ (.,
$+ hat 3 maximale in- § =E-+ ( zlu 5 ] ;
variante Untergruppen g =St
Z0 .
"i";:E“% (__1 7 .);
Zg

Aber diese Untergruppen sind beziiglich $24 (selbst sechon
bez. $12) konjugiert.

Denn Zg i T T collerin Zg s
( Zo+1 )o (—Zu...)o ( 29':_1 ) — ( 1
5 {E o
Zog. . Zo e s s Zp ity Zg o+ e
(_ z_u_—l. )| (_‘ZU . .). ( 3o+l ) ( 1
i zu_ﬁ... Zn—]. .. —"za .

Es ergibt sich sonach jedesmal die gleiche Zerlegung der
Oktaedergleichung, welche dieser 3 Untergruppen auch die
Galois’sche Gruppe wird.

Es werde z. B. die Galois’sche Gruppe der Oktaeder-
gleichung H2 = F—L(_‘,“ )3 $a ist keine invariante Unter-
gruppe von 4. Wenn ich simtliche irreduciblen Faktoren
bestimmen will, kann ich darum nicht so verfahren, dass ich
die Substitutionen eines vollstindigen Heplaesentantensystems
von s beziiglich He2 auf die Koeffizienten irgend eines irre-
duciblen Faktors anwende. Ich gehe darum folgendermassen
vor: Die Wurzeln, die aus z, durch Anwendung eines voll-
stiindigen Repraesentantensystems von $z4 beziiglich $+ her-
vorgehen, sind:

c2g+1 zZg+1 . ‘zﬂ_l b I
701'?3—1’;—1’ 1 Zgy l? _|_:!z—l' (p 19)

Ich wende $: auf diese 6 Wurzeln an und erhalte, wenn
ich immer die 2 Wurzeln, die aus einer der obigen 6 durch
Anwendung von 2 entstehen, zu einem irreduciblen Faktor
zusammennehme, folgende Faktoren:

(2 —12,%) (2*—2zimt —1) @*— 225 +1)

gt — 1

(22" (2 =221 1)z 92 2 1)

Nun ist Hs= He (E -+ (1 )), $e also invariante Untergruppe
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von $i. Um sonach die 6 tibrigen Faktoren zu erhalten, wende
ich auf jeden der 6 bereits berechneten Faktoren das Verfahren
an, das ich p. 11 f. angegeben habe. Die Stelle von ez ver-
tritt jetzt s, die von Un vertritt He. Ich habe sonach auf

Zo .« .
die Koeffizienten der obigen 6 Faktoren die Substitution (_l_ = )

zn
anzuwenden und erhalte die {ibrigen 6 Faktoren.

1 . . g B .
(D =, fihren wir z,* =¢ ein, so lauten die

1
el

12 Faktoren:

@—0) (@ —2zi;75—1) @*—2z51+ 1)

@ 4c) @ —2ziTg—1) @ —2z5F 4 1)

(2 —3) @+ 22i i —1) @*+2z2 55+ 1)

@) 4221 55 —1) 2 +2225 1))
Fir welche Werte von 7 gilt diese Zerlegung?

Wir hatten (p. 17): Wenn b={5;°11_771}1 zum Rationalitéts-
bereich (P, i,7) gehort, dann zerfillt die Oklaedergleichung
in 6 Faktoren vom Grade 4. Nun gilt weiter: Wenn die durch

— ]GJ’ bestimmte Grosse ¢ dem Rationalititsbereich (Py,i,Z)

') Wir hitten bei der Frage pach den 12 Faktoren vom Grade 2
auch beniitzen kinnen, dass £, eine invariante Untergruppe von

@B.‘.‘.i(.l:n )+("£)
iz s %) k—0,1,23

ist. Ks wire dabei $. anzuwenden gewesen auf die 3 Wurzeln, die aus
zy durch Anwendung der Substitutionen eines vollstindigen Repraesen-
tantensystems 2. Art von .4 beziiglich $s entstehen. Dies hiitte 3 Fak-
toren vom Grad 2 ergeben. Aus diesen hitten wir die siimtlichen Faktoren
ableiten kinnen durch Anwendung der Substitutionen eines vollstindigen
Repraesentantensystems von s beziiglich $., d. i.

Zog + v - Zp .« - o) '35 « .
E,(izo---), (1 ), ('I )’
; e o
auf die Koeffizienten der 3 berechneten Faktoren. So sehen wir die Regel-

méssigkeit der obigen Zerlegung besser ein.
g
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angehort, dann zerfillt jeder der oben angegebenen 6 Faktoren
in 2 Faktoren vom Grade 2.

Wir kénnen auch noch Z unmittelbar durch ¢ ausdriicken.
7 — (zo® + 14 7! + 13, Klein (62a) p. 80 ;
— 10835 (5g' — 1)* ! , (51a) p. bd;

ot 4 14 ¢? 4 1)

e 1. (s
Wenn sonach Z = g gy dann gilt die Zerlegung.

Wir haben in der Oktaedergruppe 3 verschiedene Systeme
konjugierter Untergruppen von der Ordnung 4. Dies fiihrt so-
nach auf 8 verschiedene, von einander unabhingige Zerlegungs-
méglichkeiten in 6 Faktoren vom Grade 4. Eine derselben haben
wir bereits gegeben. Nun sind noch die tbrigen abzuleiten.

Eine der konjugierten cyklischen Untergruppen der Ord-
nung 4 ist

SI=F (2 ) (i D (s
invariante Untergruppe derselben ist §: =E - (_7 ‘" ); dann
ist HI=9, @43, . )

Wir konnen darum aus der Zerlegung, die sich ergibt,
wenn 9 die Galois’sche Gruppe wird, unmittelbar die Zer-
legung gemiss ! ableiten (d. h. die Zerlegung, die sich er-

gibt, wenn 9! die Galois’sche Gruppe wird). Wir haben von

der Zerlegung gemiss ez (p. 18) immer 2 solche Faktoren zu
einem irreduciblen Faktor zusammenzunehmen, deren Koeffi-

zienten durch Anwendung von (; ** ) auseinander hervorgehen.

(c) — 25 =—¢;
Gait) -

So ergibt sich:
(2*—c) (z*+-c)j- ;(z*—gzi“_j}— 1) (z2—=2wi i by

c c+1
e — 2230+ 1) 2 —2z 5+ 1) - @' — ) @+ )

#(z3+9z12%;—1) (z“—{—ﬂziz—}:—l)i* i@ +225+1)
@224 1)
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Fijhren wir nun ein ¢®=r1, so lautet die Zerlegung:
(@t —nm) (@ — 4220 6zl 4zif 1)
(¢ — 22201462 — 4z nt ) @ — )
@ 4az2in 622 —4zii 41
(z*—}—ciaz“"—r':—f—{-}—ﬁz’—l—d-z:fl+1);

ﬁ_r_g'l 4141 4 1)3
108 71 (r1 — 1)4?

Rationalititsbereich (Py,i,Z) angehort.

Diese Zerlegung gilt fiur 7 = wenn 11 =z,* dem

Um die 3. Zerlegung in 6 Faktoren vom Grade 4 zu er-
halten, brauchen wir eine der 3 konjugierten Diedergruppen.
T o . 20 oseis
Eine solche ist ' =E - (J v ) == (‘ LI ) = (_.i. ) } 3
Z0 / Zp
Eine invariante Untergruppe von HY ist 9,.

20 ...
— E i ;
pi=29, (B+(2.)))
Wir erhalten demnach die gesuchte Zerlegung, wenn wir von

der Zerlegung gemiss $2 (p- 18) immer 2 Faktoren zusamien-
nehmen, deren Koeffizienten aus einander hervorgehen durch

I B
Anwendung von (1 ) 5

iR

©) jr0. . = — = — 2 ; die Zerlegung wird daher:
i
('z?; s ) A

W8 2 LN e o A S i e e B R
(23— ) (a2 o)e Y@ —2zi 5 —1) (' —2zig0 1)!

e —22 55+ 1) @222 35) 1) 2+ 9 @ — )
(22— 2215 —1) (6422155 — 1)}
(@ —2z 55 4 1) @+2255+ D

5 AR il
Fithren wir ein '“‘—cl—_—"'”. il

70?

e vy e e b (o R WA SR ) !
2t —232%rs — 1} ¥z S22+ 2+ 1

428220 Ly 1) j2t+220m— 1
B e L LE R

— 2 rs, so werden die Faktoren:




22

Fiir welche Werte von Z gilt diese Zerlegung?

Bevor wir diese Frage beantworten, gehen wir zur Zer-
legung der Oktaedergleichung in 3 Faktoren vom Grade 8 iiber;
gleichzeitig erledigt sich dann auch die angefiihrte Frage.

Es gibt nur eine Zerlegungsmoglichkeit in 3 Faktoren vom
Grade 8; denn sémtliche Untergruppen von der Ordnung 8
sind zu einander konjugiert. Eine derselben ist

0 . .o 20,
G RNRE k 3
o
70 k=0,1,23
Dy
Ds hat 3 maximale invariante Untergruppen 9;
.
L 4 L ]
um die gesuchte Zerlegung zu erhalten, konnen wir irgend
eine der Zerlegungen in 6 Faktoren vom Grade 4 beniitzen.

- Wir nehmen 9Y. Es ist ;=9 (E-+ (> ). Wir haben

sonach von der zuletzt angefiithrten Lellegung in Faktoren vom
Grade 4 immer 2 solche zu 1 Faktor zusannnenzunelunen,

deren Koeffizienten durch Anwendung von ("
hervorgehen.

£ oy

Somit werden die Faktoren:

I(z*—22z%rs —1) (z*}-22°ma — 1)}
{(?.‘——%;za—}—“zzs—{—i—:z—l—l) (z*—|~‘—*z*+2z’—fz+l)}~
{(z‘—l—f 28— 9 78| 2 —z 1) (z————!a—?c:’ ?—{—1)}

=28 —2z'(14+21) 11,
P aa0 (1 + 2 +220 3 — 9 F a2 (145 + 1)
|8 —436(1+;.;a)+93 (3_1-—,1}““4-'39(1+ge)+1i;

Damit diese Zerlegung moglich ist, muss r2=R rational
bekannt sein. Fir welche Werte Z gilt dies? Ich will nun

iz, ) aus einander

7ol — 1
:(_;zu'l)

Ee)®
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zuerst r3 rational darstellen durch Z,; dies ist méglich, weil
Z2 zu $« gehort, das Untergruppe von s ist.

Ze=—""V =21 — 1 (z°+): (p 13);
R=-3=“""f;:"+‘ s G
L= @) )
—T=—3+7 @+
B—Ih=—3+5@'tp=18=¢R;

Nun stelle ich noch Z durch Zs dar.

=47 . A G
Lt =[R2 TN e =— ko i/
Klein (8) und (9) p. 97.
t Mo G R s [4 — 2 4-1]°
[(Ze + @)* — (Ze + H* [3(c— ) 2 — 8 (« — «¥) Z]?
_AZ =T 1,
o7 (2% — 7a)® '’
4 (ut+D' 1 @441 R4

Folglich Z = - @ s T ERe R

Fiir diese Werte von Z und nur fiir diese zerfillt die Oklaeder-
gleichung in 3 Faktoren vom Grade 8. Dabei muss R dem
Rationalitiitsbereiche (P,,i,Z) angehoren.

Damit ist nun auch die Frage gelost, fiir welche Werte
von Z die p. 21 gegebene Zerlegung in 6 Faktoren maglich ist.

fiir Z +{r%j 3

An Hand der Zerlegung in 3 Faktoren vom Grade 8 lisst
sich als einem Beispiel einfach zeigen, was wir am Anfang
behaupteten, niamlich: Wenn wir von einer anderen der 3
konjugierten Untergruppen $s ausgehen, erhalten wir eine
Zerlegung, die fir die gleichen Werte von Z mdoglich ist wie
die obige, welche also von ihr iiberhaupt nicht verschieden ist.

Sie gilt wo nun rz rational bekannt sein muss.

Die eine Zerlegung war
128 — 224 (1 -8 (Z— Za)) 11, °

B— 42 (4t )+ 22 B—pty) — 42 (I H i) 1
154420 Ut 22— 2 A2 U+t
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Wir haben nun die Substitutionen eines vollstindigen
Repraesentlantensystems von 24 beziiglich $s z B.
0 - Zo .o
E: (zu—l—l ) . ("‘L‘t—_‘ )
Zo—1 Zo— 1 -

anf die obigen Koeffizienten anzuwenden und erhalten die Zer-
legungen gemiiss der konjugierten Untergruppen

“ ey

1 | 1 (z41)° +(z—1)° __ 203-{-2820‘5—[—-7020‘—&-28?0”—} 1

T T O —'1]-* etk 8(z,2—1)*
Zo? 2ot 422,741
e e ) + el ‘32 1)2 i o{zoniulj_' )
i 420 420 __1_____1_.
=t — it +1 (2o® 1)2) = z" C=7)= Bl

1 zu 1y 4 u—--l
_8"_1—]6( +) —|—(?rl+l )

Zo—1

(Z3—Zs)

2 AR TS
70+ i )

o
_____]'_zu"— 282" 4702, — 28209—{-1 — 4z, . — 22°+1
8 8(202—1—1}“ {Zu‘—i—l 71.‘+2302+ 1

il 4 2° Sl
T (zo24-1)* (1 (?|3+1) —1 (1_1—,(.2 (Zy —1)*’

Aus der angegebenen Zeﬂegung in 3 Faktoren entsteht
sonach die Zerlegung gemiss der beiden andern konjugierten
Untergruppen, wenn wir Z;— Z, ersetzen durch

1 Za

Z_i'-_ ?ﬁ bezw. (?3,: __?1]“
diese beiden Zerlegungen sind auch fiir keine andern Werte
von 7Z moglich als die erste Zerlegung.

Es war niamlich Z —4;‘?{,:&_‘-}”

war moglich fir Z —%%;):v

4(Z3—Z:4-1)* __
97 (23 — Zo)®

zwischen Wurzeln (wenn ich fiir Zs eingesetzt denke —

und die erste Zerlegung

.Es ist aber Z — — 0 eine rationale Gleichung

(zo® — 1)0} :

darauf darf ich die Substitutionen
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i Za P Zo o
(g

zp—1 Zo—1i""'
anwenden. So erhalle ich

1 1
4{2“‘-__2__[_1}9 4( 1)2+1)S
Zerehe ’1——=01de > _4—-- =0;

Wir wissen bereits: Die Zerlegungen gemiss der beiden

konjugierten Untergruppen sind moéglich, wenn é — Z!E bezw.
Z p

1) dem Rationalititsbereiche (Po,i,Z) angehoren.?)

Sollen also diese Zerlegungen maglich sein, dann muss sein

(R+44)°
L= ST R

zuerst gegebenen Zerlegung.

wo R Grosse von (Po,i,Z), ebenso wie bei der

Schliesslich wollen wir noch die Zerlegung der Oktaeder-
gleichung ableiten, die sich ergibt, wenn eine der 6 konjugierten
Untergruppen von der Ordnung 2 die Galois’sche Gruppe wird.
Fine solche ist

pY=E+ (L ):

sie ist invariante Untergruppe von 9j' (p. 21);

oL = (E+ (5,0 ))s
die Faktoren, in welche die Oktaedergleichung zerfillt, wenn
It die Galois'sche Gruppe wird, erhalten wir auf die gewohn-

liche Weise.

') Wenn Z —Z: Grisse des Rationalitiitsbereichs ist, dann sind natiir.
lich nicht gleichzeitig die dazn konjugierten Werte %E-— 31; und (ZQ‘Z—ET)‘*
rational bekannt. Unser Resultat sagt nur aus, dass es gleichgiiltig, welcher
der konjugierten Werte rational bekannt ist.
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Die Substitutionen eines vollstindigen Repraesentanten-
systems 2. Art von $a« beziglich $s sind

G P Sl 3l i
E, (riir_* ) ) ( 2o+ 1 ):
go—1""" ) [ T e

da s = (E] e i ')). 91, so sind die Substitutionen eines

vollstindigen Repraesentantensystems 2. Art von H2a be-
ziiglich §':

ZO o« e s i) e 2o . . s Zo e Z0 . e
K, (_iz‘*‘ ) ’ (m-i-l ) : (‘1"‘_' : ) y (lﬂ'_"_.l A ) ) (i.zﬂ*.'_i, : _)?
zo—1" Zo—i 20— 1 zo - i
Wir wenden nun U auf die 6 Wurzeln an, die aus 7o
durch Anwendung des vollstindigen Repraesentantensystems

9. Art von $z4 beziiglich ' entstehen und fassen immer die
2 zusammengehorigen Wurzeln zusammen:

\ i . s i ]

22 — 2 (2 + ) s 12® 2@ +5) — i
\,2 zo41 Zo+i zo41 ze+il 4.2 zo4+1 zo+i,  zo+1  Zo+i
= ( m—i)_zu—l. i:""z _I_z(zn:_l__za—ui) :.su—l' 20 i:'

\

&Zz_iz(@+1_fﬂﬂ)+?u+l , il ;ZE,Jl_iz(g_'{;:“iﬂj‘_l)_}_ggj-_l. 2o+1)

z20-1 Zo—i g g | 20 —1 Zo—1 Za—ih?

Bevor wir die 6 fibrigen Faktoren aufstellen, wollen wir
in diesen Faktoren alle Koeffizienten durch einen ausdriicken.
Sie lassen sich linear durch einen darstellen mit Koeffizienten
aus (Pg,1); (p. 8)-

. - . . A 1 7 - i

Wir fiihren zu diesem Zwecke ein ;,:_i_: . :Zi—:“—* d;

znﬂ+(iwﬂi_’:1+ _:d;

70— (1 4-1) 20 4-1
20

somit z"'+i:1+i+9:}'i—:=(1+i}%?

Za

Lkl g A= = j(d—=1);

P e B
20

Die 6 Faktoren sind demnach
;zs_(1+i);%§z+i{--;zﬂ~(1—'i)3;jz-—1§-
:zﬁ—}—i(d—l)z—md:.}z”——i(dﬁﬂz—-d:—

122 —(d—1)z-di- 172 (d—1)z+di;
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Weil i = 9} E-4 (")), 9 also invariante Untergruppe
von 9V, so erhalten wir die iibrigen 6 Faktoren, wenn wir
die Substitution (_:ﬂ:“) auf die Koeffizienten der obigen 6
Faktoren anwenden.

(zo+1) (zn+1;) —_411;.1. ga — iy o1t
) (29— 1) (zg—1) ( 20 ) 70+ 1 ru+1 d?
— T0. .

Die 6 weiteren Faktoren entstehen sonach aus den 6 schon
berechneten, wenn wir d ersetzen durch l; so entsteht:

i£l+(l+])d+|£+1: {£3+(1“!)d+1 :.
{{,3—{—-1(d—--1)!—a: o122 —1(5—1)3——
Iz -"(d'_l)f-‘i‘a} {£9+(E—1)z+df,

Wann ist diese Zerlegung moglich?

Sie ist moglich, wenn d dem Rationalitatsbereich (Poy1,2)
angehort. Nun ist Z durch d darzustellen.

: ; 4 (23 —2,+1)° 4
Wir hatten Z= _;T?E(Zg%%ji) {;'T}+ 1.1 ; (p. 23).

[ 1 v g —— ?04 s . ¥,
Dabei war rz = “5= und gehorte zu HI.

HI ist Untergruppe von HY, es muss sich sonach rs rati- °

.
onal ausdriicken lassen durch d =271. %" stk

Zn—-l Zn—-l,

(g%i)i:i—;_‘_}_ﬂi:grz—l—gli

(@ +D) i)' =2n+2i; nti=i =)

4id |

=@

Wenn sonach rs in der p. 21 angegebenen Zerlegung den

SR : i
Wert annimmt 13 = 57—

tionalitatsbereichs, dann zerfillt jeder der 6 Faktoren in 2
Faktoren vom Grade 2, oder die Oktaedergleichung zerfallt
in 12 Faktoren vom Grade 2, wenn

Z___{d'— gdrf2dr- 4d41)3
T 27 d* (d — 1)* !

wo d irgend eine Grosse des Ra-

wo d Grosse des Rationalititsbereichs.
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§ 3.

Zerlegung der Oktaedergleichung
in 4 (8) Faktoren vom Grade 6 (3).

Damit die Oktaedergleichung in 4 (8) Faktoren vom Grade
6 (3) zerfillt, muss eine der konjugierten Untergruppen von
der Ordnung 6 (3) von 24+ die Galois’sche Gruppe der Okta-
edergleichung werden. Zunichst miissen wir darum eine solche
Gruppe kennen. Zur Bestimmung von $s beniitzen wir die
Angabe bei Klein: Jede Wiirfeldiagonale ist Hauptachse einer
Diedergruppe von 6 Drehungen.!) Klein p. 16.

Ist AA: Hauptachse einer Diedergruppe, dann ist BCDB: ...
der Aquator.

') Die gesuchte Diedergruppe kionnen wir auch direkt am Modell
ablesen nach der Methode, die Klein p. 26 angibt.
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(Die Figur ist so zu denken, dass Oktaeder und Whiirfel
auf die Kugel um 0 mit dem Radius 0A =1 von 0 aus pro-
jiziert werden.)

Wir beniitzen die Formel Klein (12) und (14) p. 34.

1

Koordinaten von A: f=p={(= V5

a) Drehung um AA: um den Winkel n =

1

1 1. 1 1.
C3taie—G-3)
G+ 52+ 5-3i)
2" % 0 2 2

b) Umklappung um die Nebenachsen BB1, CCi, DD;.

Zo+1

e ST

o=t

e

Koordinaten & N ¢
Bz .0,= 1)z, Sya;
C: —3Ve, 0, Lyz;
D % _%Vgi ‘:—VZ_’-, 0

[03 [—%Vﬁ‘; sV
-vEb=lo;  e=lipsz.a—o
e l; /23 0;

i_?g+1__.____-?50—i_

e o
g — o 1T _'rfnr‘-
S Sy o e

Al it S L

(I'—d)ig- = zy’

ad —

i2g—1i




Somit ist

o =B+ (it ) (ki )+ (Liozts )+ Loz

zo+1 zo -1
P33 $Ha ist Untergruppe von $iz.

Zn—l

Wollten wir nun unmittelbar die Zerlegung in 4 Faktoren
vom Grade 6 angeben, so wiirden die Rechnungen ziemlich
umstdndlich. Wir geben darum zuerst die Zerlegung in Fak-
loren fiir den Fall, dass $s die Galois’sche Gruppe wird. Dann
konnen wir alle Koeffizienten linear durch einen aus ihnen
darstellen, was die Ausdriicke sehr vereinfacht. Von hier
gehen wir dann zur Zerlegung in 4 Faktoren vom Grade 6
iber, indem wir je 2 der Faktoren vom Grade 3 so zusammen-
nehmen, dass die neu auftretenden Koeffizienten zu $s gehoren.

s = Hs (E - (_1 i)); Do ist keine Untergruppe von $iz.
Zn 4
D1z =EHs | 5193 | S2H3 | SsHs; H12 ist angegeben p. 12.

T e [EZD o « 20 .4 .
Si=(-oi)iss=(1 ] )is=(_1);
Zo Zo
Wir erhalten zunédchst die Intransitivititsabteilungen, in
welche die 12 Wurzeln der Tetraederg]eichung zerfallen und

damit 4 Faktoren vom Grade 3, wenn wir je 3 Wurzeln zu-
sammennehmen, die durch Anwendung von

v- ‘@3 (p:O, 1,2,3; 5, =E)
auf z, entstehen.

: 1, 1
ot - 20)@-28) -2 22-A 4B O

= ""H :(z+2y)(z+ I'“'““) (z+1 ""H) z8+A‘'z%+B'z+ C';

Zg —i!
70 —i

1 i B’ A 1
P e ,°+1 {5__)(3_'% )(/4‘120411) ‘5&*(_—;-32-!-[5;3—@;']
1

7

Fin—1
2! Zoi? Zn+1 Hz+ o Zu-|-t) (z-i

**
L. zUJH) AL .5 +CZ+

1) Die Waurzeln dleses Faktors sind reciprok zu den Wurzeln des
1. Faktors, daher geht dieser 3. Faktor aus dem 1. hervor, wenn wir die
Reihenfolge der Koeffizienten umkehren und gleichzeitig durch Multi-

o . 1 - ey *
plizieren mit — = den neuen Koeffizienten von z* zu 1 machen.

Wi
fizie
ede
dan
Ver
von
in
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Nun sind die Koeffizienten linear durch einen aus ihnen
darzustellen, z. B. durch

1 tot+i szl {l+1}za'3+1z.
(‘_7"“-—1'1?«;—1 1 An?-—(1+l)m+1 ’

zo+1__ z'48iz +(1—1i),
_?ﬂ_l__% + -1 )

w—1"—" (w0—1i @—1 °*

AR Gyt oo (Loh DoV Bt K0 G iL—__(l +i); A'=—(1+0)—iC

i 2 — (141) 20 + i
=51

(1 4 i) 2,3 =3 i 20" — 1 i C -_120+[_1ml) ok
B'= 20 — (L4 1) zo 4 1 ‘-'B _3_(1+1} g — (1 1)2zo+ i = i)

B' =it (1—i)C;

Die Zerlegung ist sonach:

bzurz*(1+i+ iC) 42641 —i) ) —C1-
28— 72 (14i i C) 2 G-+ (1 —D) @) +C.
{7 —z3(1 _l—l_c)_l"" (—i—"'Eh _(IT:'
Vot (1—itg)+a(—i—') + i
Wir konnen diese Zerlegung in schonerer Form schreiben,
wenn wir C einfiihren, das gegeben sei durch C'=(1—i)C;
so erhalten wir
323—|—(1—}—i)(l-{—ﬂ)z“%»i(l-—?C]z——(l—i)CE
%55"‘4(1—f—i)(l—i—G):aH—i(l—%C.):r:—l—(l—i)C'i
{zﬂ—(l—-i)(k-s'—c)zg—i(l-l— Dz—(1-41) g6
(1 —i) (1— 9 2 —i 1+ 2+ (4D gels

Wir fragen nun zuniichst: Fir welche Werte von Z{ (Koef-
fizient der Tetraedergleichung) ist diese Zerlegung der Tetra-
edergleichung in 4 Faktoren moglich? Von hier aus ist es
dann nicht schwer zur Oktaedergleichung iiberzugehen. Wir
vergleichen die Koeffizienten von z'° (nachdem die Koeffizienten
von z!? gleich sind) in der allgemeinen Tetraedergleichung und
in dem obigen Produkte.

(2 +i(1—20)2) — (DA +0)2 . . )%
(@ —i(l+ 02— (1 =D —59)2* . . )
=312+(—§ci~2i02m%i+§gg_zlﬂ S —
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Die allgemeine Tetraedergleichung war:
zZie=— 6k Zzi =0 (Pl )
folglich 6 Z; =21 C® — 2Cg,—I*BIC‘.—i— i
zgi(cnﬁ;(cg)‘[‘gl(c‘hru);
= i€+ €5+ 8);
Fir diese Werte von Z; zerfillt die Tetraedergleichung
in 4 Faktoren vom Grade 3; dabei muss C Grosse von
(Po,1,Z;) sein.

Nun konnen wir auch die Zerlegung der Oktaedergleichung
in 8 Faklm_'en vom Grade 3 angeben. Wir hatten (p. 30)

o=@+ (5 )

Weil s invariante Untergruppe von e ist, erhalten wir

die iibrigen 4 Faktoren vom Grade 3, wenn wir auf die Koef-
Fakgn it

fizienten der 4 ersten die Substitution {_i' : ) anwenden,

Zo . #
(Dies fithrt nur zum Ziel, weil $e keine Untergruppe von e
ist; sonst wiirden wir durch dies Verfahren nur wieder Teil-
faktoren der Tetraedergleichung erhalten).

€ _ — (l-1 Zy bt ])

e zo—i zo—1 Tl =l
] ( -i- )

Ro— Ly Resilns DAL
o1 =z i T

Wir haben sonach C durch ﬁfé zu ersetzen.

So ergeben sich die 8 Faktoren der Oktaedergleichung:
128t (Ll D (0 10) 28 =1 (1 =2 ) 72— (1 ——1):Gi e
3; —{1—{—i}{l—}—C)z“—[—i(1=—~20)z—{—(1—i)0:-

J? == (d= C)z“—-1(1—|— )7—1""

Vo (1 — )1 — 2P —i(+ Dz i

20 - (1) A— ) 22 +i(1+5) 2+ S

128 — (1 +1i) (1-—;C)z2+i(1+_ﬁ)z+‘g;'g.
Yz] (1 —DA+0z*—i(1—20z+(141)C{.
V2 (1 —) (14 C) 2 —i(1—2C)z— (1 +i)Cl;
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Fiir welche Werte von Z gilt diese Zerlegung?
Es ist Z=1-+Z® (p. 16).
Wenn sonach die durch

= 1= § (G 3 (C— o - 1

bestimmte Grosse C dem Rationalititsbereich (Py, 1, Z) angehort,
dann ist obige Zerlegung moglich.

Jetzt ist noch die Zerlegung in 4 Faktoren vom Grade 6
aufzustellen. Wir haben oben schon beniitzt, dass

20 e
o= B+ (_1 )
)
wir haben demnach immer 2 Faktoren der obigen Zerlegung
zusammenzunehmen, deren Koeffizienten durch Anwendung von
B0 e
(_ _1) aus einander hervorgehen; entsprechende Koeffi-
Zo

zienten miissen also sein ¢ und — !

gC
)28+ (1) (L Q22 i (1 —20) z— (1 —i) Gl
122 A+ DA — i+ st
=z°4+1}+1)Q2}+C— élc)zﬁ—}—‘ﬂiz“ —4(1—i)z8
+828— (1) @+ C— ) 25
Die 3 iibrigen Faktoren vom Grade 6 konnen wir aus
diesem ableiten. Im 2. Faktor haben die Wurzeln entgegen-
gesetztes Zeichen wie im obigen ersten. Die Wurzeln im 3.

und 4. Faktor sind reciprok zu denen im 1. und 2. Faktor.
Wir kennen somit sdmtliche Faktoren.

Fiahren wir noch als Grosse, die rational bekannt sein

1 . . .
muss, 2¢' =2 C— ; ein, dann lautet die Zerlegung in
4 Faktoren:

(221D e 2 3ist — 41 —) 84322 —2 (1 e 2+l
20— 9(14-i) ' P54 Bizt -4 (1 —i) 23222 (L +i) ez il
25— (1 —i)c' 28— 3izt+-4(L+i) 28432242 (1—i)c'z— il

—i)e’ 25——3134—4(1—{—0:«:3—\—323—9(1—i;c‘z—i};
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Fiir welche Werte von Z gilt diese Zerlegung? Wir kénnten
hier wie gewohnlich die Methode der Koeffizientenvergleichung
anwenden. Aber einfacher beantwortet sich die Frage wie folgt:

Es war Z:1——-2,.(G+éﬁ)g(c_“’g_g+4‘)2;
(':mzlu"i"i': -=1)3 (C+ol,)3 (€= ab)2+ﬁ)_‘icm 8e!+-6;
Somit Z.—ﬁ-lﬂﬁ(ﬂc*ﬂ-—&c —+ 3) (¢’ -+ 1)%;

Wenn also die durch obige Beziehung bestimmte Grosse
¢’ dem Rationalititsbereich (P,,i,Z) angehort, dann ist obige
Zerlegung in 4 Faktoren moglich.




Anhang.

Wir wollen noch eine Ubersicht geben iiber die verschie-
denen Fille, in denen die Oktaedergleichung reducibel wird.

Ist Z=1- {-‘-33, so erhalten wir 2 Faktoren,
angegeben p. 17.

£ 2 o e
= -—?-Ea;::—b-sgp-_"blfi—g, so erhalten wir 6 Faktoren,

angegeben p. 16.

ist weiter

== '(E:_li'?! so erhalten wir 12 Faktoren,
angegeben p. 19.

ist schliesslich ¢ = z,%, so erhalten wir 24 Linearfaktoren.

Ist Z= -‘%?ﬁ%}-ﬁ - so erhalten wir 3 Faktoren,
angegeben p. 22.

ist ferner so erhalten wir 6 Faktoren,
angegeben p. 22.

so erhalten wir 12 Faktoren,
angegeben p. 26f.

. d
rs — 41((1_—_1-?’

S el dn s he vir 24 Linear-
d= s ity S0 erhalten wir 24 Linear
faktoren,

Ist 7 — Mmitidrit1p

a1t SO erhalten wir 6 Faktoren,')

angegeben p. 21.

1) b, r;, 12 gehoren bzw. zu H4 (p. 12), !ﬁ)[i (p. 20), @il (p. 21); da

dies Untergruppen von s sind, so kénnten wir auch R, das zu $Hs (p. 22)

gehort, als rationale Funktion von b und r; darstellen. Man erhiilt auch
—1-4(1—2b);

durch das gewihnliche Verfahren RZ{ L 241 d. h. auch dann,

2 4n
wenn R einen dieser Werte annimmt, zerfillt jeder der 3 Faktoren in
2 Faktoren vom Grade 4. Wir hiitten also auch auf diese Weise die Zer-
legung in 6 Faktoren vom Grade 4 erhalten konnen.
3%




Ist Z=1— (2¢'?—4c'+3)(c'+1)? so erhalten
wir 4 Faktoren, angegeben p. 33.

ist ferner ¢'=1-+ 3 (C— él'c)1 so erhalten wir 8 Faktoren,
angegeben p. 32.

: Zo® 4= (1 4 i) Zo? -1 Zn

i —(Thmri S0 erhalten wir 24

Linearfaktoren.

Firr diese und nur fiir diese Werte von Z wird die Okta-
edergleichung reducibel und zerfillt eindeutig in der ange-
gebenen Weise. Dabei miissen immer die betreffenden Grissen
(a, b, ¢ . . .) rational bekannt sein, d. h. dem Rationalitits-
bereich (P,,i,Z) angehoren. Je nachdem Z angenommen wird,
wird sich (P,,i,Z) dndern. Es ist darum noch einiges zu be-
merken tiber die

Wahl des Rationalititsbhereiches.

In jedem Falle gilt, dass der Rationalititsbereich i ent-
halten muss; denn dies war die Grundvoraussetzung, von der
wir ausgingen.

Der einfachste Fall ist gegeben, wenn der Rationalitiits-
bereich (P,,1) ist; dann muss sein Z=—so - s1i, wo so und
st zu P, gehéren. Wenn wir wollen, kénnen wir statt jeder
der obigen Beziehungen 2 Beziehungen zwischen reellen Gréssen
anschreiben. Aus

Z=1+ y;a® wird z. B. so+s1i=1- 1 (a0 a1 i)?

oder so =1 ~|—%{ﬂu""-a19); s1 :'::—' ao ar;

nun gehéren so, s1, ao, a1 zu Po.

Der allgemeinere Fall ist jedoch: Z enthiilt die Irrationalitit
y, die einer in Bezug auf (P,,i) irreduciblen Gleichung vom
Grade m geniigt. Diese®irreducible Gleichung fiir y sei

Cof-Cly—...FCmozy® 14y2=0;
[co, €1 ... em—1 Grossen von (Pgy,i)]. y und die irreducible
Gleichung fiir y werden natiirlich als bekannt vorausgesetzt.
Der Rationalitatsbereich ist jetzt (Py,i,y). Die Antwort auf die
Frage: Fiir welche Werte von Z wird die Oktaedergleichung
zerleghar, z. B. in 3 Faktoren vom Grade 8, lautet zuniichst
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Rationalititsbereiches (Pg,i,y) ist. Wenn aber R zu (Pg,i,y)
gehoren soll, dann muss es sich schreiben lassen

R=aotaiy4...+am—1y®—1;
dabei ao, ar ... Grossen von (P,,i). Z enthilt die Irrationali-
tit y, hat sonach ebenfalls die Form

Z=bo+biy—4 ... +bn_1ym—1;

Die Frage: Fir welche Werte 7Z des Bereiches (P,, i, y) tritt die
Zerlegung ein, ist jetzt genauer folgende: Welchen Bedingungen
unterliegen bo, b1 . . . bm —1, damit eine Zerlegung moglich ist?

wie friher. s muss sein Z2 = wo R Grosse des

2 wird jetzt

IJtl“l‘bl}’“i‘---—!—bm—l:r’“'_f-':‘i_l_m)"][—aI Yt ... FTan—1ym- )t

Durch Beniitzung der irreduciblen Gleichung fiir y kann ich
die rechte Seite zuerst als ganze rationale Funktion von y
schreiben und dann diese noch umformen in eine rationale
Funktion von y, deren Grad < m —1. Die rechte Seite er-
scheint dann in der Form

Aot+-Aryt+ ... Ap_ym—L

Dabei sind die A» rationale Funktionen der ai [die ganz be-
liebige Grossen von (P,,i) sind] und der ez (Koeffizienten der
irreduciblen Gleichung fiir y). Die Bedingungen ergeben sich
schliesslich in der Form

by = A, = Rationale Funktion (ai, ¢2);
Fir jede einzelne Bedingung im Rationalitiitsbereich (Pg,i, )
erhalte ich m Bedingungen im Rationalititsbereich (P,,1) wenn

m der Grad der irreduciblen Gleichung von y im Rationalitéits-
bereich (P,,1) ist.




Schluss.

Es war im vorausgehenden durchwegs angenommen, dass
Man kann nun die
Frage stellen: Wie gestaltet sich die Behandlung der Aufgabe,
wenn i nicht mehr als rational bekannt vorausgesetzt wird ?
Dabei ergibt sich: Es dndert sich sofort die Galois’sche Gruppe
der Oktaedergleichung. Sie erhilt die Ordnung 2 » 24 und lasst
sich ziemlich einfach finden. Darauf sind die Untergruppen
dieser erweiterten Gruppe aufzusuchen. Im iibrigen ist ahnlich
zu verfahren wie im vorausgehenden.

Mit der Ausfiihrung dieses Teiles wiirde der Umfang eines
Programms tiberschritten. Darum musste sie unterbleiben.
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