
GÉOMÉTRIE

DU COMPAS .

LH RE DOUZIÈME .

PROBLÈMES RÉSOLUS PAR
APPROXIMATION .

192 . T ods les problèmes supérieurs au se¬

cond degré ne peuvent être résolus géométri¬

quement seulement avec la règle et le compas ;

mais ils exigent des intersections de courbes

coniques ou de degré supérieur $ et par con¬

séquent on ne périt les résoudre exactement

avec la seule Géométrie du compas . Les ins -

trumens faits pour décrire la cicloïde , la con -

clioïde , la cissoïde , la trajectoire et d ’autres

courbes semblables qui servent à la résolution

de ces problèmes , sont assurément d ’une

invention très - ingénieuse et d ’un prompt et

élégant usage dans la pratique . Pourtant ,

lorsqu ’ on n ’ a pas besoin d ’ avoir toute la trace

de la courbe à laquelle ils sont destinés , et

qu ’il suffit d ’ obtenir un point par l ’intersec¬

tion de cette courbe avec d ’autres lignes ,

comme ils laissent toujours quelques soupçons
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de petites erreurs qu ’ on ne peut pas quelque¬

fois bien calculer , il vaudra mieux , dans beau¬

coup de cas , préférer à l ’exactitude théorique

de ces méthodes l ’approximation pratique

suffisante d ’une construction faite avec la règle

et le compas . Alors je dis que le plus souvent

une solution obtenue avec le seul compas sera

encore préférable . On pourra s ’ en convaincre

par des exemples , en comparant nos solu¬

tions avec celles déjà connues .

193 . Comme il n ’y a encore aucune méthode

générale pour obtenir par la Géométrie élé¬

mentaire ces approximations , on ne doit pas

attendre que j ’ en propose aucune par ma

Géométrie du compas . Je n ’ appelle point

méthode géométrique d ’ approximation celle

par laquelle on obtient une valeur approchée

à l ’ aide d ’ une de ces échelles qu ’ on nomme

géométriques , puisqu ’avant de s ’en servir il

faut faire un calcul arithmétique : une telle

méthode doit être plutôt appelée arithméti¬

que . Supposons par exemple , qu ’ on veuille

la racine cubique du nombre 2 , l ’extraction

qu ’ on veut faire arithmétiquement de cette

racine , pour pouvoir ensuite prendre les

portions décimales ou une fraction quelcon¬

que sur une échelle géométrique avec le com -
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pas , afin de doubler un cube , se fait par un

moyen qui est plutôt du ressort de l ’Aritlnné -

tique que de celui de la Géométrie .

194 . Je n ’ ai pu encore jusqu ’ ici appercevoir

d ’ autre moyen d ’ obtenir d ’une manière très -

approcliée la solution de plusieurs problèmes

utiles supérieurs au second degré , que celui

de trouver des genres , et pour ainsi dire des

classes différentes de construction de figures

élémentaires ; puis de soumettre au calcul le

plus grand nombre possible de cas particu¬

liers presqu ’innombrables qui en résultent , et

de choisir parmi ceux qui tendent le mieux

au but qu ’ on se propose , et les employer à

résoudre le problème .

19 5 . J ’ ai déjà examiné plusieurs de ces

genres , et pour ainsi dire de ces classes de

constructions , et j ’ ai entre les mains des reclier *

ches sur cette matière . La classe la plus simple

est celle dont nous ferons presqu ’ uniquement

usage dans ce dernier livre de notre Géomé¬

trie . Elle est fondée sur les trois points remar¬

quables a , b et e \ ftg . 9 , 11 et 12 ] ( £9 ) , qui

nous ont déjà tant servi dans les livres précé -

dens , et sur lesquels nous avons à donner les

- douze équations que nous avons promises [ 59 ] .

196 . Soit le point Z un point quelconque
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pris sur le quart de la circonférence B F dans
la fig . 12 construite comme dans le livre se¬
cond , et soit pris dans l ’autre quart Bf le
point z , de manière qu ’on ait Bz = BZ >
on aura [ 20 et 21 ] :

[ A ] . . . ( a Z y — ( a B ) 2 — Zz . Aa
[ B \ . . b Zy — ( bB ) * + Zz . Ab

[ £ ] . . . ( eZy = { eBy — Zz . Ae
197 . Si on veut avoir les équations pour les

distances des trois points a , b et e du point z
on n ’aura qu ’à changer les signes du second
membre des équations précédentes , et on aura
[ 20 et 21 ] :

[ A f ] . . . { azy = ^ { aBy ~>rzZ . Aa
lB ' 2 • • ■ { bzy — ( bBy — zZ . Ab

[ E ' ] . . . ( e zy = ( eBy -+■ zZ . A e .

198 . La droite Zz étant la corde de l ’arc
double de B Zz = . 2 sia . B Z , et supposant ^ B
= 1 , ce que nous sous - entendrons toujours ,
on aura : ( aBy = ( BDy = 3 [ 2 ] 5 ( A ayz12. l2.7y,
( Bby = - / ï [ 181 ] 5 ( Aey = 2 — \/ 2 [ 38 ] ;
d ’où ( eBy — { AB ) 2 -\- ( Ae ) z — 3 — A2 ; et
A b = j ( \/ 5 — 1 ) [ 180 ] : si on fait a Zz =za ,
on aura : [ A ' ] . . . a z = 3 — 2sia . A . \Za .
Cette équation comprend aussi le cas où l ’arc
A est négatif comme Bz , dans lequel le signe
— placé devant 2 sia . .A \/ % se change en - t- .
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199 . La valeur de a peut toujours être celle

d ’une corde quelconque du cercle B Dd ,

excepté dans le cas où la valeur de la distance

a z exprimée par a est plus grande que 2 . Pour

calculer alors plus facilement la valeur de a ,

comme on a :

\ / 2 = BF -= . % sin . 45° ,

et 2 sin . A . sin . 45° = cos . ( A ~ 45° ) - cos . A - i- ( 45 0 )

= cos . ( 45° — A ) — sin . ( 45° — A ) [ i58 ] ;

on aura :

[ * ] a ? = 3 — 2 cos . ( 45° — A ) - + - 2 sin . ( 45° — A ) .

200 . Dans les autres cas où a est plus petit

que 2 , en appelant A r l ’arc dont a est la

corde , on aura :

— = sin . 2 . \ A r — ■1- T . CM - A ‘ . [ i55 ]

4 — . sin . A \ / 4 — I — sul - -A • cos ' 4 5 ° i

d ’ où réduisant cos . A r = 2 sin . A . cos . 45 ° — j ;

d ’ où encore [ 1 ^ 9 ] ,

cos . A r - sin . ( A 45° ) sin . {A ~ 45° ) - sin . 3o° ,

ou bien ,

[ 1 ] cos . A f - cos . ( 45° - A ) - sin . (j45° - A ) ~ sin . 3o° .

201 . Si on veut se servir de cette équation

pour obtenir une des divisions de la circonfé¬

rence que l ’ on ne peut pas avoir exactement ,

on y introduira au lieu de A un arc précis ,

par exemple , la vingtième partie de la circon¬
férence
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férence = 1B 0 , en faisant B Z = = 18 0 [ fig . la ] »

et on aura :

cos . A ' = cos . 27 0 — si / z . 27 0 — si / i . 3 o° .

Or w ' a . 27 0 — 0 , 4539905

jia . 3 o° = o , 5 oooooo

0 , 9539905

cos . 27° =— 0 , 8910065

d ’ où cos . A r = — 0 , 0629840 .

On trouve ensuite dans les tables :

0 , 0629840 = sjiti . 3 ° 36 '

Or comme la valeur c| f ‘ approche tel¬

lement de f , qu ’il n ’y a pas seulement erreur

d ’une unité entière dans le dernier chiffre du

nombre 1905 , on pourra prendre 0 , 062984 .0

pour le sinus de 3 ° 3 6 ' 4 ° " , sans qu ’ on puisse

reconnoître avec les tables ordinaires , s ’il y

a erreur d ’une tierce . Donc l ’arc A r , qui a son

cosinus négatif , sera = 93° 36 ' 40 " , et B Z étant

supposé = 18 0 , la distance a Z sera la corde

de cet arc . Donc en appliquant pour corde

sur la circonférence la distance a Z prise avec

le compas , on déterminera un arc = 93° 36 ' 40 "

avec une approximation suffisante .

202 . Pour rechercher l ’erreur qui se trouve

dans les nombres des tables ordinaires , on

observe que le sinus de 18 0 étant égal à laO
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moitié de la corde de la dixième partie de la
circonférence , c . à . d . = z { A b = \ ( \/ 5 — i ) ,
et le cosinus de 45 ° étant égal à ÿ \/ 2 ,
l ’équation cos . A ' = 2 sin . A . cos . 45° - { [ 200 ]
donne cos . A f = ÿ A 2, ( \/ 5 — 1 ) — {
= ÿ ( \/ io — \Zz ) — 5 = 0 , 0629839824 .
Puis , calculant aussi avec plus de chiffres le
sinus de 3° 3 6 ' 4 ° " , on trouve 0 , 062984061154 ,
et en se tenant à huit décimales ,
on trouve sin . 3° 36 / 39 " = 0 , 06297921

la différence pour 1 " ou 60 "' est de 4 ^ 5 ;
donc si 485 donne : 6ù ' " , 8 donnera , et

par conséquent ne donnera pas une tierce
entière . Donc l ’arc qui a pour corde la dis¬
tance a Z n ’excède pas d ’une tierce entière
93° 36 ' 40 " .

2o3 . D ’après cela , voici l ’usage qu ’on
pourroit faire de cette valeur pour l ’ancienne
division du cercle . Il est clair qu ’elle pourroit
servir à diviser une minute en trois parties ,
dans des cercles où on auroit marqué les
minutes ; car on trouveroit les 4 ° " > c ’est - à -
dire , y entre une minute et la suivante , et cela
sans erreur d ’une tierce . On peut encore l ’em¬
ployer pour trouver la troisième partie d ’un
degré . En effet , comme l ’arc cBN = 90 0 , et
Np = 3° [ 3i . 43 ] , si on prend B Z — K p ,
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alors on aura l ’ arc B Z — i8° [ 3 a ] ; du point

c pris pour centre avec le rayon a Z , soit dé¬

crit un arc , il coupera la circonférence entre

p et P en un point distant de p de 3 6 ' 4 o " à

très - peu de chose près . Nommons y ce point ,

et triplons par exemple l ’ arc N y = 3 ° 36 ' 40 " ,

nous aurons un arc = io° 5 o f , sans qu ’il y ait

une erreur de trois tierces , et si c ’ est de N

vers G qu ’ on triple cet arc , la dernière division

tombera entre et 5 nommons » le point où

elle tombe , de manière qu ’ on ait Nn = io° 5 o r ;

nommons ensuite ^ le point qui est à la moitié

de l ’ arc ?r $ obtenu parle n . ° 58 , on aura l ’arc

fj. n = 2o ' sans qu ’il y ait erreur de trois tierces ,

c ’est - à - dire , qu ’ on aura obtenu un tiers de

degré de l ’ ancienne division avec une telle

précision , que je ne crois pas qu ’ on en puisse

desirer une plus grande dans la pratique .

204 . Nous avons pris cet exemple parmi

toutes les valeurs de cos . A ' calculées en intro¬

duisant successivemçnt , dans l ’ équation [ 1 ] au

lieu de A , les arcs 90° , 88° 3 o ' , 87° , et ainsi

de suite jusqu ’ à o° , puis — 1° 3 o r , — 3 ° , etc . jus¬

qu ’ à — 19 0 3 o ' inclusivement 5 au - delà de cet

arc , l ’ équation [ 1 ] n ’a plus lieu , parce que ses

valeurs deviennent plus grandes que l ’ unité .205 . Nous allons maintenant continuer la
recherche des autres équations .

O 2
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Toute distance du point b des points de la
circonférence , quiseraplus petite que le diamè¬
tre 2 , pourra être corde d ’un arc . Nommons B f
l ’arc qui a pour corde la distance b Z , on
aura — = sin . è B ' ; et nommant B l ’arc BZ ,

2 2 •/ *

on aura Z z — 2 s in . B ; puis , divisant par 4
l ’équation [ B ] du n . ° 19 6 , on aura :
sin . \ B r —

1— cor . B '
[ i55 ] = ^ =^ — sin . B .

V 5 — 1 .
4 *

d ’ où. cos . B r = 1 — / 5 — |/ 5 \ . „ j/ 5 — 1
; ~ slTl - B ■

— 1 — 2 sin . z 3 6° — 2 si /z . i ? . s in . 18 0
=icos . j2 .° - cos . (B - i8 0 ) -\- cos . (B -hi8 0 ) [ i55 , i58 '] :
donc on aura :
[ 2 ] cos . B f —s in . i 8°4 - cos . i8° ) - cos . (B - 18°) .

206 . Pareillement si on nomme E ' l ’arc
qui a pour corde la distance e Z , et E l ’arc
B Z , l ’équation [ E ] du n . ° 196 donnera :
sin . E ' = E .

3 . 4 2 ’
d ’où où tire :

cos . E f z= i \/ £ — { -t- 2 sin . E .
V ( a — l/ a )

2

= sin . 45°—sin . 3o°4 - 2 sin . E sin . 22°3c / ;
et enfin :
[ 3 ] cos . E r = sin . 45° — si /z . 3 q°
4“ COS . ( E 22° 3c / ) C05 . ( E 4 - 22° 3o ' ) .

207 . Au moyen de ces trois équations , un
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arc A , B ou E étant donné , on aura , avec

les tables des sinus et cosinus naturels > et

par de simples additions ou soustractions ,

les cosinus ' et les arcs A ' , B ' et E ' , qui ont

pour cordes les distanees a Z , b Z } e Z ,

que l ’on trouvera être les mêmes , en dou¬

blant le sinus de la moitié des arcs A f , B r .

et E r .

208 . Réciproquement si la distance a Z est

égale à une corde d ’un arc connu A r , et si

on cherche de quel arc Z z deviendra la

corde , ou de combien de degrés deviendra

l ’arc B Z , qui en est la moitié , et est = A ;

de l ’ équation [ 198 ] :
a 2 = 3 — 2 sin . A \/ 2 ;

on tirera sin . A = — : et substituant la va -2 y 2 '

leur de a 2 = 4sin . 2 . ^ A ' = 2 — 2 cos . A r [ 1 55 ] ,

on aura : sin . A — \ . ~ r cos . A f yj \

— sin . 3o° . sin . 45° -+ - cos . A r sin . 45° ;

et [ 1 56 , 1 58 ] comme sin . ( 45° - i - A r ) — cos . {45° - A f )

on aura cette équation : [ 4 3 sin . A e = :

i Ç sin . 45° - l- sin . ( 4 5° — A ' ) -\- cos . ( 45° —A ' ) ') »

229 . De même si on connoît l ’arc B r , qui

a pour corde la distance b Z , et si on . cher¬

che l ’ arc B — B Z par le moyen de Z z j ,O 3
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qui est la corde de 2 , B , en multipliant l ’é¬

quation [ B ] du n . ° 196 par \ / 5 -+ - 1 ; et à

cause de ( b B ) 2 = et deZb - ^ ( \ / 5 - i ) ,

on aura : { b Z ) 2 . ( \ / 5 - t- i ) — 2 \ / 5 - ^ - ^ sin . B ;

et substituant pour ( b Z ) 2 sa valeur
4 si /1 . 2 \ B r — 2 — 2 cos . B f . C i 55 ] ,

on aura , après avoir fait les réductions :

si /i . B — { — 2 cos . B ' .

Or B b y étant le côté du pentagone

= -y / ~ t / '5 )̂ corde de 72 0 ,, sera

d ’où

3 ] / Ç- r ) = 36 ° 5

ï ) = « « . “ 36° j

or : 1 — - sz ' / z . 2 36 ° = cos . 2 36 ° = sz / z . 2 54 »
_ 6 4- g |/ 5 _ ^ j/ 5 + , . 2

16 V 4 J ’■

d ’où on tirera v / zz . B — ~ — 2 cov . B r sin . 54 ° ;

et enfin [ i 56 ]

[ 5 ] sin . B = : si / l . 3 o° — v /' / z . ( 54 ° - J- É ? / )

— sin . ( 54 ° — B ' ) .

210 . De môme si on connoît l ’arc E r , qui

a pour corde la distance eZ , et si on

cherche le degré de l ’ arc B Z = . E , égal

à . la moitié de l ’ arc qui a pour corde Zz

= sin . E ., en substituant dans l ’équation [ _£ ]

du n . ° 196 pour {e Z ) 2 sa valeur 2 — 2 cos . E ' j
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pour ( e B ) z sa valeur 3 — z , et pour AE
sa valeur \/ ( 2 — \/ 2 ) — 2 sin . 22° 00 r.
[ 198 . 38 ] , on aura :
2 sin . E \/ ( 2 — \/ 2 ) = 2 cos . E ' -{- 1 — \/ 2 j
ce qui , en multipliant par \/ ( 2 -+- \/ 2 ) \/ 2
donne :
4 sin . E z= 2 Cos . E ^ * v/ 2 \4 ( 2 -4— \ / 2 )

— ( \/ 2 — 1 ) \/ 2 \/ ( 2 -4— \/ 2 )

= 2 COS . 2 ? ' \ / ( 2 - 4- v/ 2 ) v/ 2 - ( 2 - v / 2 ) \ / ( 2 - 4- \ / 2 )

= 2 COS . A / v/ ( 2 -4- \/ 2 ) \/ 2 - \/ ( 2 - \/ 2 ) v/ 2 ;
puis divisant par 4 , et considérant que l ’on a :
\/ ( 2 -4- \/ 2y = 2 sirc . 67° 3o ' [ 37 ] ,

« t \/ 2 = 2 sin . 45 ° , on aura [ i56 , 157 , i58 ] :

sin . E = 2 cos . AY sin . 67° 3c / sz ' / z . 43°

— sin . 22 0 3c / szVz . 43° , ou szVz . A 1

cos . E ' (^ cos . { 6 j°oo f - 45 ° ) - cos . ( 6 y°oo ' - \ ~ 45 0) )
— sin . 22 0 3o ' sin . 43° j
ou bien sz /z . A = cos . E ' cos . 22 0 3o f

- 4- cos . E 1 sin . 22° 3c / — sin . 22° 3c / sin . 4 $ ° ;ou enfin :

Î COS. ( E ’ -+* 22° 3o ' ) + sifl , ( E ’ -f- 22° 3o ' ) 1H- sin . 22 0 3o ' + los . ( E ' 22 0 3o ' ) > •

— Sï /l . ( E 1 — 22° 3o ' .) COS. 22 » 3o ' J

211 . Ainsi des trois équations [ AI , [ A ] ,
et [ E ] nous en avons tiré six au moyen des¬
quelles , des arcs étant donnés , nous pourrons

04
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ëïi ' obtenir de nouveaux , ainsi que leurs nou¬

velles cordes , à l ’aide des trois seuls points

a , b ete .

312 . Comme il peut y avoir une infinité

d ’arcs , chacune de ces équations donne une

infinité de solutions . Mais si on ne veut avoir

la valeur que des arcs que l ’ on peut trouver

par le moyen des mêmes points a , b et e , on

Cn trouvera 120 pour chaque équation , quand

il n ’y aura de limites particulières pour aucune

d ’ elles . En èfïét , on pourra , par le moyen

de ces trois points , diviser la circonférence en

240 parties égales ( 5 y ) , et ,par conséquent

la demi - circonférence ën 120 ; on aura donc

60 points Z et 60 points z } qui pris ensemble

détermineront 120 cas pour chaque équation .

Mais aucune d ’elles n ’ aura de limites parti¬

culières .

2i3 . Si on vouloit prendre avec le compas ,

par exemple , la corde de 3 ° , c ’est - à - dire , de

là cent vingtième partie de la circonférence

( 4 2 ) j et décrire un arc èn plaçant en a la

pointe du compas , cet arc nepourroit couper

la circonférence en aucun point Z , attendu

que sa corde est plus petite que la distance
a F■= . \f 2 — 1 . On ne pourra donc pas dans

l ’équation [ 4 3 mettre au lieu de A ' l ’ arc de



L r v b . tf douzième . 217

3 ° j et si on veut le l ’aire , on trouvera pour

s in . A une valeur plus grande que l ’unité ,

c ’est - à - dire j une valeur absurde . Pour voir

quel est le premier arc qu ’on pourra mettre à

la place de A r entre les arcs de la série i° 3 c / ,

3 ° , 4° 3 c / , etc . on observera quel est l ’arc

qui a pour corde la distance a F , qui est la

plus petite entre le point a et le cercle , et qui

est égale à \ / 2 — 1 = 2 szn . 40 0 — ^ = 0 , 91421 356

— cos . 2 .3° 54 / - t- . Donc le premier arc qu ’ on

puisse employer de ceux qu ’ on trouve par le

moyen des trois points a , b et e sera celui de

24° - Après cet arc , on pourra employer tous

les autres arcs de la suite 2 5 ° 3 c / , 27 0 , 29 0 3 c /

jusqu ’ à 180 0 -, car les cordes de tous ces arcs

peuvent être des distances du point a à quel¬

que point Z ou z de la circonférence .

214 . Les équations [ 5 ] et [ 6 ] sont plus limi¬

tées ; car dans l ’ équation [ 5 ] on ne peut pas

employer les arcs B r dont la corde est plus

petite que b f ou plus grande que b F : de

même l ’équation [ 6 ] n ’admet aucun des arcs

F ' dont la corde est plus petite que e F et

plus grande que cf .

215 . Nous verrons dans la suite dans quel

cas on peut se servir avantageusement de quel¬

ques - unes de ces valeurs pour la division du
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cercle on pour quelqu ’ autre problème qu ’ on

ne peut résoudre que par approximation , en

choisissant celles qui approchent le plus de la

valeur qu ’ on cherche , et se déterminent en

même - tems par des sections d ’ arcs qui dif¬

férent moins de l ’ angle droit .

216 . Pourtant , afin de retirer tous les avan¬

tages possibles des trois points a , b et e sans

en introduire de nouveaux , des trois équa¬

tions \_ A ~\ , [ É ? ] et E i ? ] nous en tirerons six

autres pour avoir de nouvelles valeurs d ’ arcs

et de cordes .

217 . Soit B Z un arc connu , par exemple ,

un de ceux qu ’ on obtient par les problèmes

du livre second et nommons B cet arc ; on

prendra avec le compas la distance b Z , qu ’on

portera de a à quelqu ’ autre point Z r qui dé¬

termine un autre arc BZ f — A , et comparant

les deux équations [ A ] et [ B ] , on en tirerai me

nouvelle équation qui fait connoître savalf ur .

En effet , si dans ces deux équations , on fait
b Z = a Z r , en faisant dans ia première L A ]
Z z — 2 sin . A , puis dans la seconde [ É? ]
Z z '= ■2 si/ i . B j on aura :

( aB ) z — 2 sin . A . Aa = . ( bB ) 2 - 1- 2 sin . B . Ab ,

ou bien [ 198 ] :

3 — 2 sin . A . \/ 2 — 5-~~~- -̂ )rsin . B ( \/ 5 — 1 ) }
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et dégageant sin . A , on aura :

sin . A — — +1 \/ \ — 2 sin . B . 4
4 4

— sin . 54 ° sin . 45 ° — 2. sin . B . sin . iü 0 sin . 45 ° [2.o <) \
- \ {cos . 9 ° -+- sin . 9° ) - sin . B ( cos . 2 rj° - sin . 2 rj ° ') [ 1 58 ] j

d ’où ( i 55 et suiv . ) :

[ 7 ] sin . A = 4 < -+ - cos . ( B - vj° ) - sin . ( B - 27 0 )

218 . On 11e pourra pas non plus prendre

ici pour B tous les arcs , mais seulement ceux

qui donnent une distance b Z ou b z qui ne

soit pas plus petite que a F .

219 . Maintenant soit connu un arc B Z que

l ’ on nomme A , si on porte la distance a Z

prise avec le compas de b à quelqu ’autre point
Z r de la même circonférence , qui détermine
l ’arc B Z f — B , on connoîtra cet arc B , et si

on veut sa corde , en dégageant sin . B de l ’é¬

quation [ 217 ]

Multipliant cette équation par le facteur

î ( \ / 5 + 1 ) v / 2 , on aura :

2 sin . A ( \ / 5 -4 - 1 ) \ / 2 = 3 - t - \ / 5 — 4 s 'm • B >

d ’ où on tire :

= 2 sin . 2 54° — 4 s i / l - -d - SUL - 54 °sin . 45 ° [ 209 ] ;

i

cos . 9° -+- sin . 9 0

cos . ( B - 6 ?>° ) -\ - sin . ( B - 63 °)

1/ 5 + isin . A
2 sin . B

3 + i/ 5sin . B
4 sin . A
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et traitant comme ci - dessus les équations [ 1 55

çt suiv . ] , on aura enfin :

[ 8 . ] sin . 5 = i + sin . i8° — sin . ( A + - 9 0 )

H - cos . ( A - ’t- 9 0 ) — ■sin . {A — 9 0 ) — cos . {A - 9 0 ) .

220 . On ne pourra pas dans cette équation

[ 8 ] employer pour A les arcs B Z qui donnent

une distance a Z plus grande que b F .

221 . Actuellement si dans l ’équation [ A ]

du n . ° 196 , on fait É ? z — 2 sin . A et dans

l ’équation LE ] une autre distance Z z — isin . E y

en faisant en outre dans ces deux équations

( aZ ) 2 = ( eZ ) z , on aura , après les substitu¬

tions nécessaires ( 198 ) :

3 — 2 sin . A . \ / 2 = 0 — \ / 2 — 2 sin . E \ / ( 2 — \ / 2 ) $

sz / z . A = I 2 sz / z . E . - . \ / i

= i + 2 sin . E sin . 22 0 3 o r sin . 45 ° , et [ i 58 ]

= j - t - sin . E cos . 22° 3 o ' — sin . E sin . 22° 3 o ' $

d ’où enfin [ i 56 , i 58 ] :

I -+ - sin . ( E -+ - 22 0 3 o ' )

- t- cos . ( E -+ 22 0 3 o ^ )

-+ sin . ( j E — 22 0 3 c / )

— cos . ( E — 22 ° 3 o ' )

222 . On peut encore trouver cette neuvième

équation d ’une autre manière pour rendre le

calcul plus facile par le moyen des sinus et

cosinus artificiels que l ’ on trouve dans les
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tables de dix en dix secondes . C ’ est pourquoi

comme on a :

sin . ^ = sin . E }±ZY± .
2 2 z

/ (4 — 2 J/ 2)

(
C / ( 4 — 2 / 2 )

/ ( a + | / a )

62 / Z

sin . E )

. E )
V ( 2 — / * )

: ( " « ■ 6 7 ° 3 o ' - wi « . JE ) C 3 7 ] J

et faisant 67° 3 o ' n = :jo / 011 aura [ i 56 ] ;

( 9 ) | ^ z' / z . A — -

. 67° 3 o ' -+- E 67 » :,o ' — £sin . -- cos . —- -

COS. 22 » 3 o '

équation qu ’il sera facile de calculer par

le moyen des logarithmes des sinus et des
cosinus .

220 . Si donc on prend avec le compas une

distance du point e à un point quelconque Z ,

extrémité d ’un arc connu B Z — E , et qu ’ on

la porte du point a à quelqu ’ autre point Z r

de la circonférence , on connoîtra le nouvel

arc B Z r = A par le moyen de l ’ équation [ 9 ]

ou de celle ( 9 ) . Ces équations auront leurs

limites , puisque l ’ arc B Z devra être tel que

la distance e Z ne soit pas plus petite que a F .

224 . On a trouvé [ 221 ] :

2 sin . A \ / % ■= . \ / -2. - lr 2 . sin . E . V ( 2 — v/ 2 ) ;



222 Géométrie du Compas

1 • -| ■ , . 1/ ( 2 - t- 1/ 2 )

multipliant cette équation par - — - y

on aura :

2 sin . A \ / ( 2 - t- \ / 2 ) = \ / ( 2 - 4- \ / 2 ) + 2 sin . E ;

! , x • r , / O - t- 1/ 2 )
cl ou sin . Er = x sin . A . - — ■ - -

•= . 2sin . A . sin . 67° 3 o r — sin . 6j° 3 o f [ 07 ] ;

d ’ où [ i 58 ] :

[ 10 ] sin . E — cos . ( A - 6 <j° 3 c / ) - cos . ( A - t - Gj 0 2>o r )

— sin . 67° 3 c / .

22 5 . On peut encore préparer autrement

cette équation pour la rendre soluble par

l ’usage des logarithmes . En effet , puisqu ’ on a :

sin . ' E = 2 sin . ( A — | ) —2 + ŸALL

= 2 ( sin . A ■+ ■ sin . — 3 o <? ) sin . 67° 3 o r

en faisant A = 7 ? ; — 3 o° = ^ on aura [ i 56 ] :_ • r < / • A — 3 o ° A -h 3o° . , 0 ,
[ 10 ] sm . Ezi /\ sin . - cos . — - — sin . 6 rj°oo ' .

2.2. 6 . Il est évident que cette dixième équa¬

tion aura aussi ses limites , puisque l ’ on ne

pourra pas y introduire toutes les valeurs de

l ’arc B Z ou B zrb A , qui donneroient la dis¬

tance a Z plus grande que ef .

227 . Enfin on peut de la comparaison de

l ’équation [ i ? ] avec celle [_ E ~\ , tirer deux

autres équations . Car si on porte une distance

du point e à un point quelconque Z de la
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circonférence , qui soit l ’ extrémité d ’un arc

connu B Z — E , et que du point b comme

centre et de cette distance eZ prise pour

rayon , on décrive un arc qui coupe la circon¬

férence en quelqu ’ autre point Z ' qui déter¬

mine l ’arc B Z ' = B on connoîtra cet arc au

moyen de son sinus de la manière suivante :

soit fait dans l ’ équation [ 5 ] du n . ° 196 , Z z

= 2 sin . B j dans celle [ E ] Zz = z sin . E , et

dans toutes les deux bZ — eZ , on aura , après

avoir fait les substitutions nécessaires [ 198 ] :

5— ~ — - 4 - sin . B ( y/ 5 - i ) = 3 - \ / z - 2sin . E \ / {p . - \ / 2 ) ;

d ’ où on tire :

2 sin . B { \ / 5 - i ) = \ / 5 + 1 - 2 . \ / x ~ 4 sin . E \ / ( 2 - v/ 2 ) ;

et multipliant les deux membres de l ’équa -
V •'H - J

tion par — - — , on aura :

• r > 3 + l/ 5 / 5 + i . j . . 7- 1 1/ (2 - 1/ 2 )
sin . B = — - - - - . v ^ - Asin . E - - - ■ ■■

4 2 2 ^ 2

/ 5 + i

= 2 sin . 2 54 ° — 2 sin . 54 ° sin . 45 °

— 4 s ^ n - E sin . 22 0 3 o ' sin . 54 ° [ 209 ] ;

d ’ où on tire [ i 58 ] :

sin . B = 1 — cos . 108 0 — cos . 9 0 — sin . 9 0

— 2 sin . E ( cos . 3i° 3o ' — cos . 76° 3o ' ) ;

et par conséquent [ 1 56 ] :

[ 11 ] sin . B — i - \ - sin . 18 0 — cos . 9 0 — sin . 9 0

— sin . ( E - ^ - 3 i° 3 o f ) — sin . ( E — 3 i° 3 o ' )

sin . ( E - 4- 76 0 3 o ' ) + sin . ( E — 76° 3 c / ) .
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228 . L ’équation [ 11 ] aura aussi des limites

de deux côtés ; car la distance la plus petite

e Fz = z 1 — v / ( 2 , — \ / 2 ) , est moindre que

Celle b f = 1 — ï ( t / 5 — 1 ) , et la plus

grande ef est plus grande que b F .

229 . Si on multiplie par •l/ l ’équa¬

tion

2 si / i . B ( \ / 5 - i ) = v/ 5 -+ - i - z \ / z - 4 -sin . E \J ( 2 - \ / 2 )

que l ’ on a trouvé plus haut [ 227 ] , on aura :

:— o . sin . 54 ° sin . 6j° 3 o / sin . 4S 0 — - si / 7, . 6y° 3 c/

— 4 s ^ n ‘ $ sin . 18 0 sin . 67° 3 c / sin . 45 °

— sin . 67° 80 ' ( cov . 9° -+ - sin . 9 0 ) — vz / z . 67° 3 c/ .

— 2 sz ' zz . -5 - sin . 6y°3o ' ( cos . 27 0 — vz 'zz . 27 0 )

- i- vz / z . 58 ° 3 o / - i - cov . 58 ° 3 c/ )

— sin . 67° 3 c/ — sin . B ( sin . 85 ° 3 c /

[ ia ] ita . .E . = W + sin . 58o3o '+ cos . 58° 3o ' ? “ sin - 6 7° 3o '

sz ' / z . E = z
(/ 5 + 1 | / ( 2 -<- p2 ) | / ( 2 + [/ g )

■— 4 5 / 7Z- | / 5 — i (/ ( 2 + 1/ 2 ) , ^
4 ’ 2 ’ *

:z = i ( vz ’zz . 76° 30 ' — cov . 76° 3 c/

-+ -sz ‘zz . 4 °° 3 o / — -cos . 4 o° 3 o / — cos . 85 ° 3 c/ ) ;

d ’ où on a enfin :

, f sin , 76° 3o ' — cos . 76° 3o ' a

cos . ( 35° 3o f — B ) ■+ ■sin . ( 85° 3o ' — B )

— cos . ( 85° 3o ' -+* B ) — ■sin . ( 85° 3o ' -t - B )

- f- cos . ( 40 ° 3o ' — B ) sin . ( 4-°° 3° ' •— -S ) |

— cos * ( 40° 3o ' 4 - B ) — sin . ( 40 ° jo ' + -B )

équation qui n ’a pas de limites .
23o .
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5 .3o . Si par hasard quelqu ’une des valeurs

qu ’on trouve avec ces douze équations est au

premier abord très - approchante de quelque

valeur utile et cherchée dans la solution des

problèmes , on aura l ’ avantage de parvenir au

même but par un moyen très - simple . Car on

n ’aura à employer d ’ autres points pris hors

de la circonférence que les trois seuls points

bete que l ’ on a déjà remarqué tant de fois ,

et dans la circonférence quelqu ’un de ceux

qui servent à la division exacte de la circon¬

férence par le moyen des solutions des pro¬

blèmes du livre second . Nous allons actuelle¬

ment donner quelques exemples .

5 .3 1 . Nous verrons d ’abord comment on peut

diviser le cercle à l ’ ancienne manière en de¬

grés et minutes sans erreur d ’une seconde .

Pour cela , nous supposerons que la circon¬

férence du cercle BD d [ Jîg . 12 ] , est divisée

en deux cent quarante parties [ 5j , 58 ] dont

chacune comme B ^ contient i° 3o / , que

l ’ on commence à compter les quantités posi¬

tives de B vers F , et de même les quantités

négatives de B vers f , et que les points Z

et Z r sont des points vagues soumis pour

le moment à la seule condition de se trouver ,

savoir : les points Z et Z 1 entre B et F sur
P
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la circonférence , et lès points z etz ' entre

les points B et f . Nous en agissons ainsi ,

pour éviter le trop grand nombre de figures

dont on auroit besoin si on en répétoit une

pour cliaque problème . D ’ ailleurs , la petitesse

des divisions les laisseroit à peine apperce -

voir même dans une figure beaucoup plus

grande que la figure 12 .

Problème .

202 . Trouver [ fîg . 12 ] Varc d ’ im

degré de l ’ cmcienne division , onde i°

sans erreur d ’ une demi - seconde .

I . crè Solution . Soit l ’arc Bz = — 55° oo r

[ a3i ] . Prenez avec le compas la distance 6 z ,

et du point e comme centre , décrivez un arc

qui coupe la circonférence en un point Z ;

on aura l ’ arc B Z = 5a 0 5 <) f } c ’ est - à - dire ,

de 53° sans qu ’il y manque vingt - cinq tierces .

On a ensuite dans les divisions de B vers F

exécutées par le problème du n . ° 42 , l ’ arc de

54° = • On aura donc aussi l ’arc 54° — 53 0

= i° avec l ’ approximation demandée .

Démonstration . Si dans l ’équation [ 12 ] on

fait B = — 55° 3o ' , on trouve à la fin du

calcul sin . £ = 0 , 7986343 - siu . 5z° 5f ) '

(
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ÏI . e Solution . Soit l ’ arc B Z = . io° ’ho r •, du

centre a et avec la distance b Z prise pour

rayon , décrivez un arc qui cûupe la circonfé¬

rence en un autre point Z r ; on aura l ’ arc B Z '

— 29 0 29 ' fyjŸ , c ’est - à - dire , 29 0 3 o r sans

erreur d ’une demi - seconde . On trouve ensuite

dans les divisions du cercle faites au n . ° 58

l ’arc de 28° 30 ' = de la circonférence .

Donc on aura la différence des deux arcs égale

à i° avec l ’ approximation demandée .

Démonstration . Si dans l ’équation [ 7 ] on

fait B = io° 3 c / , on trouvera à la fin du calcul

sin . A = : o , ^ i ^ -2 .i 5 — sin . 29 0 29 '

donc les arcs ne différeront pas de 29 ' " , de la

valeur d ’un degré .

233 . Cette seconde solution est moins appro¬

chée que la première , de 5 ' " , mais les sec¬

tions des arcs s ’y font sous un angle qui dif¬

fère moins de l ’ angle droit .

234 . Puisqu ’ on a l ’ arc de i° 3 o ' [ 225 ] , et

qu ’ on a trouvé [ 226 ] l ’arc de i° , on aura aussi

en soustrayant l ’un de l ’ autre l ’arc de 3 o ' , ou

le demi - degré , et par conséquent on aura la

manière de diviser toute la circonférence en

demi - degrés sans accumulation d ’ erreurs , et

sans qu ’ aucun point soit éloigné , d ’ une demi -

seconde , de sa véritable situation .

Pa
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Problème .

235 . Trouver Parc cPun quart de

degré ou de i S f , sans erreur d ’ une tierce .

Solution . Soit l ’ arc B z = — - 12 0 , la distance

e z sera égale à la corde de 87° 1 5 f ; d ’un rayon

égal à cette distance prise avec le compas et

dti point B comme centre , coupez l ’arc B F

en un point Z r , on aura l ’ arc B Z r = 87° 1 5 f .

On a de plus par les divisions du cercle faites

au n . °42 l ’arc de 87° = de la circonférence .

On aura donc la différence de ces deux arcs

= 1 5 ' .

Démonstration . Si dans l ’ équation [ 3 ] ( 206 )

cos . E ' = sin . 45 ° - sin . 3 o° cos . { E - a % °oo r )

— cos . ( E -+ - 22 0 3 o ' ) ,

011 fait E = — i2° , on aura ;

sin . 45 ° — sin . 3 o° = 0 , 2071068 ;

cos . — 34 ° 3 o ' = 0 , 8241262

— cos . io° 30 ' = — 1 , 01674 ^ 1

cos . E r = 0 , 0479781 .

Or dans les tables qui donnent les sinus natu¬

rels avec sept chiffres , on trouve o , 0479781

= cos . 87° 1 5 f sans aucune différence même

dans le dernier chiffre . En employant ensuite

plus de décimales , on trouve :

\
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cos . E f = 0 , 047978 , 0622

cos . 87° . i5 ' = 0 , 047978128520 ;

et 11e prenant que huit décimales , on a r

cos . 87° 1 5 ' 1 " = 0 , 04797229 .

On a donc pour 1 " la différence 584 - Or si

584 donne 60 '" de différence , 7 donnera | | | de

tierces . On aura donc l ’ arc E r , qui a pour

corde la distance e Z f , = 87° 1 5 r avec une

erreur plus petite que 1 '" .

236 . On pourra , parle moyen de ce problème ,

diviser la circonférence en i44° parties , c ’ est -

à - dire , en i44° quarts de degrés sans qu ’il y

ait en aucun point de division une erreur de

trois tierces . Car si on fait sur chaque arc

P £ de i° 3 o r trois divisions de 1 5 ' en 15 ' de

P vers & et deux de J ' vers P , l ’ arc P & se trou¬

vera divisé en six parties , dont chacune sera

d ’un quart de degré sans qu ’ il y ait erreur de

1 ' " dans la position d ’ aucun point de division ;

il en sera de même pour le reste de la circon¬

férence . D ’ après cela , nous supposerons doré¬

navant la circonférence divisée en degrés et

quarts de degrés , en les considérant comme

exacts , afin de simplifier le calcul . On pourra ,

quand on voudra , tenir compte des erreurs .

P 3



Géométrie Du Compas .

Problème .

207 . Trouver un. arc de 10 ' ou la sixième
partie d ’ un degré , sans erreur de io ,,/-
ou de la sixième partie d ’ une seconde .

Solution . Soit l ’arc é ? z = — 4 9° 3o r J la dis¬
tance b z sera égale à la corde de l ’arc de 38°
5o r sans erreur de 10 " ' : puis soustrayant l ’arc
de 38° 5o ' de celui de 3g° = de la circonfé¬
rence qu ’ona par len . °42 , on aura l ’arc de io ' .

Démonstration . Si dans l ’équation [ 2 ] on
fait Bz = . — 49° 3o r , elle deviendra :

cos . B r — o , 7789708 = cos . 38° 49 r rlfî î
on a donc B ' = 38° 5o ' à moins de 9 '" près .

a38 . Soustrayant d ’un arc de 5o r auquel
manquent 9" ' un arc de [ 2,36 ] auquel il
manque quelques tierces , on aura l ’arc de5 '
eu la douzième partie d ’un degré sans qu ’il
y ait une erreur de 9 ' " .

Problème .

2 .3q . Trouver l ’ arc de 6 ' ou un dixième
de degré sans erreur de i 3 m .

Solution . Soit l ’arc Bz ~= ^ 5° , c ’est - à - dire ,
soit l ’arc B G; du point b comme centre et avec
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la distance B G prise pour rayon , soit décrit

un arc qui coupe la circonférence en z ; on

aura , sans erreur de i 3 '" , l ’arc Bz = - — 4 °° d / ,

et soustrayant [ 2 .363 l ’ arc de . — 4 °°j

on aura pour reste l ’ arc de . . 6 ' .
Démonstration . Si dans l ’équation [ 5 ] on

fait B f = 4 ^ ° , elle deviendra :

sin . B — — o , 644 1 228 = s in . — 4 °° 5 '

On aura donc l ’ arc B = ^ B z — - 4 °°à moins

de 12 ' " près .

240 . Soustrayant de l ’ arc de 6 ' [ 2 ,3q ] l ’ arc

de 5 ' [ 238 ] , l ’arc restant sera de 1 ' avec une

erreur de quelques tierces . Mais on peut trou¬

ver immédiatement cet arc par le problème -

suivant .
Problème .

2.41 • Trouver immédiatement l ’ arc
de 1 ' sans erreur de 22 '" .

Solution . Soit l ’arc Bz ~ — 27 0 ; du point e

comme centre et avec un rayon égal à la dis¬

tance b z prise avec le compas , soit coupée la

circonférence en Z . On aura l ’ arc B Z - 29 0 '

avec un excès de 10 ' " : donc l ’ arc B N étant

de 3 o° [ 3 xJ , l ’ arc Z N sera de 1/ avec 10 ' "

de moins .

Démonstration . Si dans l ’équation [ 12 ] on
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fait B — — ' 27° , on aura :

sin . 2 y 0 5 y f

donc , etc .
Problème .

a4a• Trouver l ’ arc de y * sans qu ’ il

y ait erreur de y ' " .

Solution . Du point e comme centre , avec

la distance b K prise pour rayon , soit décrit

un arc qui coupe la circonférence en z ; on

aura l ’ arc B z = — 4 ° 21 ' avec un excédent de

6 ’" , lequel soustrait de — 4° So 7 donne pour

reste 9 ' sans erreur de 7 " ' .

Démonstration . Si dans l ’équation [ 12 ] on

fait B — i 5 ° = B K [ 32 J , on aura :

sin . E — — 0 , 075849 -i = sin . — - 4° 3 i ' ^ Vr :

donc l ’ arc B z — — 4° 21 ' ° " 6 ' " .

Ce problème servira encore à la nouvelle divi¬

sion du cercle , ainsi que nous le verrons ci -

après [ add ] ,

24 .0 . L ’ arc de i 5 / manquant de moins

de 1 " ' C 2 ,35 ] ,

celui de 10 ^ excédent de moins de 10 " ' [ 237 ] ,

celui de 6 ' manquant . de moins de i3 ' " [ 239 ] ,

celui de 1 r . de moins de 22 ' " [ 241 ] >

et celui de 9 ' . . . . de moins de y 1" [ a4 2 ] ,

on pourra les combiner par addition ou sous -
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traction , sans accumuler beaucoup les erreurs ,

de manière qu ’ à la fin toute la circonférence

se trouve divisée en degrés et minutes , sans

autre erreur que de très - peu de tierces . En

effet , en doublant , par exemple , l ’ arc de ) ' ,

on aura un arc de i 8 / à moins de i / f™ près ;

et soustrayant de cet arc celui de 6 r approché

à moins de io ' " , on aura l ’ arc de 12 '' à moins

d ’environ 1 " ' . Soustrayant maintenant cet arc

de celui de i5 / approché à moins d ’une tierce

[ 2353 , on aura l ’ arc de o ' avec à peine une

erreur d ’une tierce . Par ce moyen , on pourra

diviser en cinq parties chaque arc de 15 ' , et

toute la circonférence se trouvera divisée de

trois en trois minutes avec une erreur moindre

de six tierces sur cette dernière division j

erreur qui deviendra encore moindre , si on

la porte en sens contraire de celle de trois

tierces au plus qu ’ on commet dans la division

de i5 ' en 1 5 f [ 235 ] . Puis employant l ’ arc de

1 ' qui a 4 " ' de moins [ 24 ° 3 à diviser charpie

arc de 3 r , on ne commettra plus une erreur de

1 o '" , et on ' aura divisé la circonférence en degrés
et minutes .

On pourroit aussi combiner ces arcs ou

d ’autres tirés des douze équations précédentes ,

de manière que l ’on parvînt à commettre

de moindres ' erreurs , et nous emploierions
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pour cela quelques problèmes , si cl ’un côté

la division du cercle en 36 o° ne devoit pas

avec le tems cesser d ’ être employée , et si

d ’ailleurs nous croyions que les artistes qui

voudroient continuer à s ’ en servir , trouvassent

ces recherches avantageuses pour la pratique .

Nous ne croyons pourtant pas devoir omettre

les problèmes suivans , dans la solution des¬

quels nous supposerons que le cercle entier

est divisé en anciens degrés et minutes que ,

pour la simplicité du calcul , nous considére¬

rons comme exacts .

Problème .

244 - Trouver Varc de 20 " ou un tiers

de minutte qui ait à peine 1 '" de trop .

I . ere Solution . O11 trouve [ 201 ] l ’arc de 4 ° "

avec moins d ’une tierce de trop . Donc aussi

l ’ arc de 20 % complément d ’une minute , n ’a

pas tout - à - fait i " ' de moins .

II . e Solution . Du point e comme centre et

avec un rayon égal à la corde de l ’arc de

6 i° 3 c/ prise avec le compas , soit coupée la

circonférence en Z j on aura l ’ arc B Z —

20° 3 ç/ 4 ° ff avec à peine une tierce de tropj

puis soustrayant cet arc de celui de 20° 4 ° r *
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l ’arc restant sera cle zo ' avec à peine 1 '" de

moins . Z

Démonstration . Si dans l ’équation [ 6 ] on

fait J 5 ' / = 6 i° 3 o ' , en employant de plus gran¬

des tables de sinus , on aura :

sin . B Z =̂ . sin . E — o , 35283991 ;

011a ensuite sin . 20° 39 ' 4° ,, = o , 35283984 .

Or log . 0 , 3528899 = 9 , 5475777
log . sin . 20° 39 ' 40 " — g , 54 rj 5 jj 6
log . sin . 20° 39 ' 5 o n = 9 , 5476334

différence = 558 .

Donc E surpassera l ’arc 20° 39 ' 4 ° " de

environ , c ’ est - à - dire , de i " ' et un peu plus .

Problème .

245 . Trouver Varc de i 5 " ou un quart

de minute à moins de 10 '" près , ou
environ .

Solution . Du point e comme centre , avec

un rayon égal à la corde de 3 i° 3 o ' prise avec

le compas , soit coupée la circonférence en un

point on aura l ’ arc B Z — 5 j 0 3 o ' 1 5 " à 9 " '

de moins près .

Démonstration . Si dans l ’équation [ 6 ] on fait
E f — 3 i° 3 o ' , on trouvera E = : 57° 3 o ' -~ j $

mais on a ~ ~ = Donc ce qui lui manque

est de environ , c ’ est - à - dire , d ’ environ 10 " ' .
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Problème .

246 . Trouver Varc de 12 % ou un cin¬

quième de minute à 1 " ' de moins près
ou environ .

Solution . Soit B z = : — io° 3 o ' ; du point
a comme centre et d ’un rayon égal à la dis¬
tance bz prise avec le compas , soit coupée
la circonférence en Z : on aura l ’arc B Z
= 4°° 4 q / 1 2 " avec environ 1 " ' de moins .

Démonstration . Si dans l ’équation [ 7 ] on
fait B — — io° 3 o ' , on trouvera parle calcul
J = 40° 40 ' 4^ . Or on a ^ = f : on a donc
en moins une erreur de , c ’ est - à - dire , de
1 " ' environ .

Si on avoit fait le calcul avec de plus gran¬
des tables , on auroit relevé l ’erreur avec plus
de précision .

Problème .

247 - Trouver Varc de 10 " ou un sixième

de minute qui surpasse d ’ environ 1 '" .

Solution . Soit l ’arc B z = — 24° . Du point
a comme centre et d ’un rayon égal à la dis¬
tance ez prise avec le compas , soit décrit un
arc qui coupe la circonférence en Z > on aura
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l ’arc B Z — 16° 1 5 f 10 " avec l ’approximation
demandée .

Démonstration . Si dans l ’ équation [ 9 ] on
fait E = — 24° , on trouvera pour résultat :

log . sin . A = 9 , 4469632 .
Ce logarithme se trouve être celui du sinus
de 16 0 i 5 ' 10 " -f ~ ‘. donc l ’excès 11e va pas à
deux tiei ’ces .

Problème .

248 . Trouver l ’ arc de 5 iï ou d ’ un dou¬

zième de minute avec une erreur inap¬
préciable par les tables ordinaires et
moindre que 2 ' " .

I . ere Solution . Soit l ’arc B Z = 4 ° 3 o r ; du
point a comme centre avec un rayon égal à la
distance e Z prise avec le compas , soit décrit
un arc qui coupe la circonférence en un autre
point Z ' •, on aura l ’arc B Z ' ■= . 32 ° 5 i r 5 "
avec l ’approximation demandée .

Démonstration . Si dans l ’ équation ( 9 ) on
fait E = . 4 ° 3 o ' -, on aura pour résultat :

log . sin . A = 9 , 7343692 j
or log . sin . 3 n 0 5 i ' = 9 , 7343529 ,

et la différence est i 63 5 de plus , dans les
tables , la différence pour dix minutes est 3 26 ,
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c ’ est - à - dire , précisément double de 1 63 ;

donc , etc .

En calculant l ’ erreur avec de grandes tables ,

on la trouve moindre que 2 ! " .

II . e Solution . Soit l ’ arc B Z z = : 3i° 3c / . Du

centre a avec un rayon égal à la distance e Z

prise avec le compas , soit coupée la circon¬

férence en un autre point Z r ; on aura l ’ arc

B Z r = 5x° 3c / 55 " trop petit de moins

d ’üne tierce .

Démonstration . Si dans l ’équation ( 9 ) on

fait E — 3i° 3 c / , on trouvera par le moyen

des tables ordinaires :

log . sin . A - Ç) , ^ 5G555 - log . sin . 5 \ c, '5o l 5o " ;

laquelle fraction — ■ se comparant à 10 " , don¬

nera 5 " avec un excès moindre de 1 '" . On aura

donc A = 5 1 ° 3c / 55 " , lequel arc soustrait de

5i° 31 ' donnera 5 " avec l ’approximation de¬

mandée .

Mais il est tems de passer à la démonstra *-

tion de l ’ usage qu ’ on peut faire des douze

équations précédentes quand on veut diviser

la circonférence du cercle suivant la nouvelle

manière des Français .

249 - Suivant cette manière , la circonférence

se trouve divisée en 4°o degrés , afin que le

quart de cercle qui est le fondement de toute
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la trigonométrie soit par - là divisée en 100 de¬

grés . Chaque degré est divisé en ioo minutes ,

chaque minute en ioo secondes , et ainsi de

suite . On peut , si on veut , se dispenser de

dénommer les degrés , minutes ou secondes ,

la position des décimales faisant assez con -

noître la nature de ces fractions .

2.5o . Par conséquent on voit que neuf de¬

grés anciens valent io degrés nouveaux , ou

bien que 9 0 = o , 10 ; que 54 ' = 0 , 01 ; que 27 '

— : 0 , 00 5 j que 5 ' 24 ff = o , 001 • que 82 " 24 ',#

= 0 , 0001 ; c ’ est - à - dire , qu ’un degré nouveau

vaut 54 minutes anciennes , qu ’une minute nou¬

velle vaut 3 2 " 2 .4 '" de l ’ ancienne division , etc .

281 . Les divisions obtenues exactement par

le - moyen des trois points a , b , et e dans le

second livre donnent jusqu ’ à la 240 . me partie

de la circonférence [ 5 c) ] . L ’ arc qui forme cette

partie est exactement de i° oo ' de l ’ ancienne

division . Il ne s ’ exprime pas également avec

un nombre fini de décimales dans la division

moderne ; le premier arc , formé par l ’assem¬

blage de plusieurs 240 . mes , qu ’ on exprime avec

un nombre lini de décimales du quart de cer¬

cle est celui de G u de de la circonférence ,

lequel est de 4° oo ' — o , o 5 du quart de cercle ,

c ’ est - à - dire , de 5 degrés de la nouvelle dm -
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sion . On peut donc avec les méthodes du livré

second et par le moyen des trois seuls points

a , b e te pris hors de la circonférence , la divi¬

ser en deux parties égales , chacune de cinq

degrés modernes , et cela avec la précision

géométrique , ce qui est un des avantages de

cette Géométrie .

252 . . Onpourroit , si on vouloit , par la divi¬

sion des arcs en deux parties égales [ 60 ] ,

diviser ensuite la circonférence en arcs dé

deux degrés et demi chacun ou de 0 , 02 5 et

continuer ainsi cette division ; mais il est clair

que par ce moyen on 11e pourra pas avoir un

degré avec précision . Il ne reste donc d ’ autre

moyen à la Géométrie , pour obtenir l ’ arc d ’un

degré [ 63 ] , que celui de chercher quelque

construction qui le donne au moins par ap¬

proximation .

P r o b x £ M E .

253 . Trouve ^ ' l ’ arc d ’ un nouveau degré ,

ou de 0 , 01 sans qu ’ ilexcède d ’ un sixième
de seconde de la nouvelle division ou de

3 tierces de l ’ ancienne .

Solution . Prenez avec le compas la corde
de i 38 ° de l ’ancienne division , ou de qua¬

rante - six vingtièmes de la circonférence [ 4 2 ] >
et
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et du point a comme centre , décrivez un

arc qui coupe le quart de cercle Bf en un

point z , l ’arc Bz sera de 11 degrés de la

nouvelle division ; d ’ où soustrayant l ’ arc de

9 0 = 0 , 10 [ 25 a ] , on aura pour reste un

arc = 0 , 01 avec l ’ approximation demandée .

Démonstration . Si , dans l ’ équation [ 4 ] >

on fait A ' — i 38 ° , on aura :

sin . Â — \ ( sin . 45 ° ■+ ■ sin . i 83 ° -4 - sin . — ■ 93° )

= | ( sin . 45 ° — sin . 3 ° — sin . 87° ) .

On a ensuite — sin . 3 ° = — o , o 52336 o

-— sin . Sy ° = — 0 , 9986295

sin . 45 ° = 1 , 2928982

— 0 , 3488687

— 0 , 1719293

On a de plus sin . 9 0 54 ' = 0 , 1719291

sin . 9 0 55 r = 10 , 17221 56 .

Donc l ’ arc B z = A = 9 0 54 / , avec le seul

excès de d ’une minute de l ’ ancienne di¬

vision , c ’ est - à - dire , sans qu ’il y ait un

excédent de 4 ' " > et P ar conséquent sans qu ’il

y ait erreur d ’une seconde de la nouvelle

division .

254 . On pourvoit , avec des tables un peu

plus étendues que celles ordinaires , recher¬

cher cette erreur avec plus de précision .

Dans tous les cas , elle est si petite , qu ’en
Q
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l ’ accumulant encore deux ou trois fois , elle

ne seroit pourtant pas sensible dans les plus

grands quarts de cercle . Or , dans leurs di¬

visions , on n ’a pas besoin de l ’accumuler

plus de deux fois 3 car on a déjà , avec la

précision géométrique , l ’arc de 0 , 0 5 [ aSi ] .

Si sur cet arc on trace deux divisions d ’un

degré en commençant des deux extrémités ,

et allant en sens contraire , on aura marqué

sur cet arc quatre points qui en donneront

la division en cinq degrés , et chacun de ces

points ne sera pas éloigné de sa véritable

position de six tierces entières de l ’ ancienne

division , ou d ’un tiers de seconde de la

nouvelle .

255 . D ’après ce problème , on supposera

maintenant la circonférence divisée en 4 00

degrés de la nouvelle division .

Problème .

256 . Trouver Varc d ’ un nouveau demi -

degré , sans qu ’ il y ait excès de six
tierces de Vancienne division ou d ’ un
tiers de seconde de La nouvelle .

Solution . Prenez avec le compas la dis¬
tance du point b au point K 3 et du point e
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comme centre avec ce rayon b K , décrivez
un arc qui coupe la circonférence en un
point z , vous aurez l ’arc Bz = — 4° 21 ' > avec
un excès moindre que 7 ' " ; soustrayez en un
arc de 3 ° = Np [ 43 ] , il viendra pour reste
i° 21c ’est - à- dire , un degré et demi de la
nouvelle division ; alors de tous les points
des degrés [ 225 ] pris pour centie , et d ’un
rayon égal à la corde de cet arc , on pourra
diviser tous ces mêmes degrés en deux par¬
ties égales .

Démonstration . Si dans l ’ équation ( 12 )
ôn fait B = B K = i 5 ° [ 32 ] , on aura

E = . — 4 ° 21 ' -̂ Vr * Donc > etc . [ 242 ] .

Problème .

257 . Trouver F arc d ’ un cinquième de

degré de la nouvelle division , sans qu ’ il

y ait excès d ’ une seconde ancienne .

Solution . Du point e comme centre , avec

un rayon égal à la corde de 5 i° , prise avec
le compas , décrivez un arc qui coupe le
quart de cercle en Z , l ’arc B Z sera de
trente - sept degrés nouveaux plus un cin¬
quième de degré avec là précision demandée .

Démonstration . Si dans l ’ équation [ 6 ]
Q2
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on fait E r ■= . 5 1 ° , on aura :

£ = 33o 28 ' ^ = 33o 28 ' 48 " HH -

Mais 33° 28 ' 48 ' ' = 0 , 372 . Donc , etc .

Problème .

258 . Trouver l ’ arc de 4 dixièmes d ’ un

nouveau degré , sans qu ’ il y ait excès
de 16 " ' anciennes .

Solution . Soit Parc B Z y 6 ° 3o / - puis

du point a comme centre , et d ’une ouver¬

ture de compas = 3 -Z ' , prise pour rayon ,

décrivez un arc qui coupe le quart de cercle

en un point Z r ; on aura Parc ^ ^ ' = 0 , 094 ,

fc ’est - à - dire , de neuf nouveaux degrés et quatre

dixièmes , avec l ’excès indiqué .

Démonstration . Si dans l ’équation [ 7 ] on

fait B — j 6 ° So ' / elle deviendra j .

Mais 8° 27 ' = 0 , 094 . Donc , etc .

Problème .

25p . Diviser un degré de la nouvelle

division en dix parties égales .

Solution . Après avoir divisé cet arc en

deux parties égales [ 256 ] , ôtez de Parc de

0 , 00 5 les arcs de 0 , 004 [ 258 ] et de 0 , 002 [ 267 ] ,
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et on aura les arcs de 0 , 001 , et de o , oo 3 ,

avec une erreur de quelques tierces de l ’ an¬

cienne division seulement ; on aura donc

tous les arcs , par la division de l ’ arc de

OjOoS en cinq parties ; et divisant ensuite

de la même manière l ’ autre moitié de l ’arc ,

il sera divisé en dix parties égales .

260 . On pourra soustraire et ajouter ces

arcs de manière que balançant les erreurs

en plus et en moins , on obtienne exacte¬

ment la millième partie d ’un nouveau degré :

on pourra donc par la suite supposer le quart

de cercle divisé en millièmes ou de dix en

dix nouvelles minutes . On les considérera

comme exacts , pour la simplicité du calcul .

Problème .

261 . Trouver Varc d ’ une nouvelle
minute , sans ert 'eur d ’ une tierce
ancienne .

Solution . Soit un arc Bz = — i° 3 o r ; la

distance az sera corde d ’un arc de 1 , 3609 ,

sans erreur d ’une tierce ancienne . Soustrayant

cet arc de celui de i , 36 i [ 260 ] , on aura l ’ arc

de 0 , 0001 .

Démonstration . Si dans l ’équation [ 1 ] on

Q 3
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fait A — — i° 3 ' , elle devient ^ ' = 122°
= 122°28 ' 5 1 ' 36 ' " = 1 , 3609 [ 25 o ] , Donc , etc ..

Problème .

262 . Trouver l ’ arc de deux nouvelles
minutes y sans ert 'eur d ’ une tierce
ancienne .

Solution . Soit l ’arc B z = — 48° ; la dis¬
tance b z sera corde d ’un arc de o , 44 23 avec
la précision demandée . Soustrayant de cet
arc celui de o , 44 2 [ 260 ] , l ’arc restant sera
de 0 , 0002 .

Démonstration . Si dans l ’équation [ 2 ] on
fait B = — 4 ^ ° ) elle devient :
,8= 39047 = 3 9 ° ' 52 " 48 '" = 0 , 4422 Ç 25 o ] ,
Donc , etc .

Problème .

263 . Trouver l ’ arc de trois nouvelles
minutes , sans erreur d ’ une nouvelle
tierce .

Solution . Soit un arc j5z = —- 78° ; du
point a comme centre , avec la distance e z
prise pour rayon , soit décrit un arc qui coupe
le quart cle cercle Bf en un point z r y ou
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aura l ’ arc Bz ' = — ' 0 , 0187 avec précision

demandée 5 et soustrayant celui - ci de l ’ arc

= — 0 , 019 [ 260 ] , on aura l ’arc restant

= — o , ooo 3 .

Démonstration . Si dans l ’équation [ 9 ] on

fait E = — 78° , le sinus de A devient néga¬

tif ; en changeant les signes dans les deux

membres de l ’ équation , on a log . sin . A

= 8 , 4678991 . Or dans les nouvelles tables

de Callet pour la nouvelle division du cercle ,

on trouve :

8 . 4678990 = log . sin . 0 , 0187 y
puis de log . sin . A - 8 , 4678991

soustrayant D 15 = 6 , 1960574 ( TA Callet . )
■BMMMnBMBIBXrWMrf

on aura 2 , 27 i84i7 = /o£m87 , oooo 4 .
On a donc A — — 0 , 018700004 ; l ’erreur se
trouve encore moins forte , si on emploie
plus de chiffres dans les logarithmes .

264 . On a pour la position du point dans
les trois problèmes précédens , et spécialement
dans le dernier , une telle approximation ,
qu ’on n ’en peut pas desirer une plus grande .
Au moyen des arcs trouvés par ces pro¬
blèmes , on peut diviser de plusieurs ma¬
nières un millième du quart de cercle [ 260 ]
en deux parties égales , c ’est - à - dire en mi¬
nutes de la nouvelle division du cercle .

Q 4
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z 65 . On pourrait de même obtenir des

divisions plus petites ; mais il faudrait em¬

ployer des tables plus grandes que celles

dont je ine suis généralement servi dans les

calculs des douze équations précédentes .

On pourroit aussi , si on en avoit besoin ,

étendre la division de la circonférence au -

delà des minutes du nouveau système fran¬

çais .
P R O B E Ê M E .

2 . 66 . Dans un cercle d ’ un rayon donné

AB , trouver une corde B b qui approche ,

d ’ être égale au quart de la circonfé -

j ' ence .

Solution . Faites { fîg . 101 ) sur la circon¬

férence à AB — BC — CD — D Ej puis ,

à B D = B a = Ea ; du point C pris pour

centre , et du rayon Ca , décrivez un arc

qui coupe la circonférence en b , B b sera

la corde cherchée .

Démonstration . AB étant supposée = 1 , si

l ’ on fait BC — A — 6 o° dans l ’équation [ ij ,

on aura A r — Cb . Donc l ’arc

BCb sera de io 3 ° 33 ' ; sa moitié , qui

est de 5 i° 46 f , a pour sinus 0 , 7855998 .

Donc la corde B b aura pour valeur 1 , 5711996 ;
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le quart de la circonférence étant ensuite

égal à 1 , 5707660 , l ’erreur ne sera donc que

de 0 , 0004 environ .

267 . Suivant le rapport d ’Archimède ,

en supposant le rayon = 1 , on trouve pour

le quart de la circonférence g - — = 1 , 5714 .

Donc la construction du problème ci - dessus

[ 266 ] donne une plus grande approximation -.

Cette construction étant d ’ailleurs très - simple ,

il sera plus commode de l ’employer dans la

pratique que les autres que nous pourrions

bien donner aussi ; mais quoique susceptibles

de donner dans la théorie un plus grand

degré d ’ approximation , elles seroient plus

compliquées , et par conséquent plus sujettes

à erreur .

Problème .

268 . JDans un cercle d ’ un rayon
donné AB , trouver l ’ arc qui approche
le plus d ’ être égal au rayon .

Solution , Faites sur la circonférence
B LC M FD O E d ( jig . 102 ) à A B = B C
= C Z ) = D E = E d ; à BD = Ba = Fa ;

à A a = B F = D b — d b = za L ; à AB

F O j et enfin à b F — O M j l ’arc L M
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sera celui qui approchera le plus d ’être égal
au rayon .

Démonstration . Si dans l ’équation [ 4 ] on
fait A r — 90° , cet arc ayant pour corde aL ,
on aura B F ■= A = 2.0° 4 2 ' tttï > comme
on a de plus O M — b F corde de la cin¬
quième partie de la circonférence [ 4o ] , ou
de 72 0 , et l ’arc F G = 6 o° , on aura l ’arc
F m — 12° , et par conséquent l ’arc FM
- BF - BL - FM - 5 y° 17 ' Am = 5 7 °i 7 ' 43 " - t- . . . j
on aura donc peur l ’arc égal au rayon

5 7 o 17 ' 44 " t comme on le sait déjà . Donc , etc .

Problème .

269 . Trouver le côté d ’ un quar ? ' é qui
approche le plus d ’étre égal en surface
à un cercle d ’un rayon donné AB .

Solution . Faites sur la circonférence

B P CQD RE ( fg . io 3 ) , k A B = B C
— CD — DF ; du même rayon B A et des
centres B et E , décrivez les deux arcs ALc ,
A M d ; des centres C et D et du rayon DB ,
décrivez les arcs c N M > d N F ; faites à
A N — B P = . P Q ; puis à FM = QR ,
B B sera le côté cherché .

Démonstration . Si dans le triangle isoscèle
CN D on suppose la base CD = - 1 , divisée
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en m en deux parties égales , on aura ( CN ) 3

= ( CV ) 3 - t- ( Nm - Y , ou [ 2 ] = 3 = i - t - ( iV /u -) 2 .

Donc Nij - — i \ / 115 ensuite on a ( C a ) *

— ( 6 ? M ) 2 ( A u - ) a , et par conséquent
A ^ — { \/ 3 . Donc on axera. AN — \ { \/ 19 —<\/ 2)

= 0 , 7922869 , valeur qui se trouve être celle

de îa corde de l ’ arc de 4 6 ° 4 o / twt — BP

— P Q . Donc l ’arc B Q sera de 93° 2.0 f ÿ£± ;

tirez les droites B L divisées par le milieu

au point n , BD , Dn , BE , et les perpen¬

diculaires D £ , L l , M m perpendiculaires

à la même ligne B E aux points & , l et m .

L ’ angle DBE étant égal à 3 o° [ 20 . liv . 3 ] ,

on aura : sin . D B E = j ‘, cos . DBE — \ \ / 3 .

On a ensuite , suivant les propositions de la

trigonométrie : cos . D B n - — ^ -, sin . DBn

= = ^ ou cos . DBnz = .\ \ / 3 ; et comme l ’on a

on aura sin . D B n = i \ / 33 . On a ensuite

D 54 ] cos , LB 1 — 6 { DBn — DBE ) —
cos . DBn . cos . DBE -+ - sin . DBn . sin . DBE

-îV ( 3 —1— \ / 33 ) = — B l { B L étant

égal K B A = 1 ) . Donc Al — AB — B l

— tt ( 9 — t / 33 ) , et par conséquent Im
— LM — 2 A l — \ ( 9 — v/ 33 ) = 0 , 542 .5729 ,

valeur qui est celle de la corde de ' 3 x° 28 '
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= QR . Donc l ’ arc B QR sera de 124°

4 ç) ' Hff sa moitié 62° 24 ' ff a P otir si nu s

0 , 8860283 , et par conséquent on aura la

corde de B Q K = 1 , 7726666 . Or en faisant

le rayon = 1 , on a la surface ? du cercle

= 3 , 1416926 , qui a pour logarithme 0 , 497 i 499 *

La moitié de ce logarithme , c ’ est - à - dire ,

0 , 2485749 = log . 1/ 3 , 1416926 se trouve être
log . 1 , 772453 . On n ’a donc qu ’une errreur

de 0 , 002 environ ; ce qui donne une appro¬

ximation suffisante .

270 . Au lieu de AN , on auroit pu em¬

ployer les lignes dL ou cM , qu ’on doit

trouver égales à cette ligne A N .Démonstration . Menez les droites d L et
Dp au point p milieu de AN , on aura

sin . LDp = Mais l ’angle LDpz = \ LDd

= t ( BDd — BDL ) — 3 o° — BDn . Donc [ i 54 ] :
sin . LDp = 4 cos • BDn — \ \/ 3 sin . BDn

= T - ! t / 33 - it / 3 . fi / 3 ;

d ’ où Lp — D L sin . L D ^ %/ n — ? v / 3 ,
et L d -= . \ \/ n — 4 3 — AN .

Problème .

271 . Etant donné le côté AB d ’ un ,

quarré [ fîg . 104 ] j trouver le trayon d ’ un
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cercle qui approche de lui être égal
en surface .

Solution . Du centre A , avec le rayon AB ,
décrivez la circonférence B CFD LPMEd ;
faites à AB = BC = CD = D .E = Edj
du centre B et avec le rayon BD , décrivez
l ’arc d ?i N D a ; du centre E et avec le même
rayon , coupez cet arc en. a ; faites h A a
= B F — D b = d b et kAB — Dn — dN ;
du centre C et avec le rayon CN s coupez
la circonférence en P ; faites à TAn ~ P M ,
et à F B = CL ; on aura LM pour le côté
cherché .

Démonstration . Si on fait A B z=z 1 , le
triangle B N d ayant les côtés respectivement
égaux à ceux du triangle BDL de la fîg . io3 ,
on aura :

sin . ~ dBN — \ \/ 3 ; cos . \ dBN ~ \ \/ 33 [ 270 ] j
d ’où :
sin . dBN — ,isin . \ dBN . cos . \ dBN [ i5A\ — ~ \/ 113

cos . dB N = \/ ( 1 — sin . 2 dBN ) =
De plus , l ’angle CBd étant droit ( 3i . liv . 3 ) ,
on aura :

cos . CBN = sin . dBN -= . \ \/ 11 .
Mais on a par la trigonométrie :
( CN ) 2^ ( BC ) 2 + - ( BNY — 2BC . BN . cos . CBN :
donc :

CN = d ( 4 — 2 \/ 3 . fdii ) = d ( 4 - j \/ 33 )
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= i , 444 °°2 ,5 » que l ’on trouve être la corde

de 92 0 z 6 ' ^ 7 = CP j

puis on à :

NBE = ^ = sm . ( C B E — CBN )

— [ 1 54 ] sz / z . 6o°cos . CBN — cos . 6o°si / i . CBN

on aura N n — 3 B N . sin . N B E
= ! ( 3 v/ n — 5 \/ 3 ) = 0 , 2149367 ,

que l ' on trouve être la corde de 12 0 20 '
= P _ÆT. On aura donc l ’arc C P J\£ = .
1040 46 / vfffj d ’où soustrayant l ’arC C L >
qui est un cinquième de la circonférence
[ 4o ] = 72° , il restera l ’arc LM — 2>3 ° 45 r
dont on trouve la corde = o , 55 ^o % rj 4 - Or
nommant n le rapport de la circonférence
au diamètre , et R le rayon du cercle , on
a , comme on sait , sa surface = n R 2 ; fai¬
sant donc JT B? = 1 , qui est la surface dii
quarré du rayon AB — 1 , auquel on veut

que le cercle soit égal , on aura R — »

et log . R — — \ . log . n = — 0 , 2485749
= — 1 -H , ,j 5 i 425 i — log . 0 , 5641896 ;
l ’erreur ne sera donc pas de a ., 0002 .

Pr obdéme .

272 . Etant donné le rayon AB d ’ une
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sphère [ fig . io 5 ] , trouver le côté d ’ un

cube dont la solidité approche d ’ être

égale à la moitié de celle de la sphère .

Solution . Après avoir décrit du centre A

avec le rayon A B la . circonférenc eBGCDPEd ;

faites a . A B = B C — C D — D E = Ed ; du

centre B , avec le rayon BD , décrivez l ’arc

aDNd ; du centre E , et avec le même

rayon , soit coupé cet arc en a ; faites à

A B = a G = dN ; et à CN = CP ; PG

sera le côté cherché .

Démonstration . En effet , on aura [ 2713

CN corde de 92 0 26 ' On aura ensuite

G C = i 5 ° [ 32 j ; d ’ où PG — 107° 2 .6 '

dont la corde , en faisant AB — 1 , se trouve

être égale à 1 , 6122696 . Or dans la même

hypothèse , et supposant le rapport de la

circonférence au diamètre = ïï ) on a la so¬

lidité de la sphère = | n , et son logarithme

— log . 4 - t- log . n — log . 3 = 0 , 6220886 , dont

le tiers 0 , 2078628 se trouve être le loga¬

rithme de 1 , 611991 5 et par conséquent l ’ er¬

reur qui en résulte 11e va pas à o , ooo 3 .

Problème .

173 . Etant donné le côté AB d ’ un
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cube [ fig . 106 ] , trouver le rayon d ' une
sphère qui approche de lui être égale
en solidité .

Solution . Du centre A avec le rayon AB ,
décrivez la circonférence B L C MFD E ;
faites à A Bz= . B C — C D ~ DE ; à BD
:= Baz = . Ea ; à Aa -=zB F ; puis à Fœ= .FM ,
et à FA ~ FL ', LM sera le rayon cher¬
ché .

Démonstration . On aura l ’arc FL — 6o°

[ 1 5 . Uv . 42 - On a ensuite , en faisant AB = i ,
aFz=̂ Aa — AF — \/ 2 — 1 [ 27 ] = o , 4 i /f 2 i 36 ,

que l ’ on trouve être corde de 23 ° 54 ' tïTg - On

aura donc l ’ arc L M = 36 ° 5 ' , qui a

pour corde 0 , 6195986 . Or la solidité d ’une

sphère qui a R pour rayon , est , comme on

sait , exprimée par la formule f * R ?> : si on

fait f * R 3 = 1 , qui est la solidité du cube

donné , on aura :
L. n 7? — % • 3 — l°ë - 4 — log . TT

b ‘ 3

= — 1 , 7926371 = log . o , 62 o 35 o 4 -
Donc l ’erreur en moins qui en. résulte , 11e
va pas à 0 , 0008 .

274 . Comme toutes ces approximations
dans la rectification , la quadrature et la cu -
"bature de la circonférence , du cercle et c^e

la
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la. sphère , et dans les problèmes inverses ,
ne font pas erreur d ’une millième partie du
rayon , on les regarde comme suffisantes
dans la pratique . Quand on voudra pousser
plus loin les approximations , il n ’y aura
autre chose à faire , qu ’à trouver en degrés
et minutes l ’arc dont la quantité linéaire
que l ’on cherche est la corde ; puis tirer
cette corde dans le cercle , après l ’avoir divisé
dans le nombre trouvé de degrés et minutes ,
en employant les méthodes précédemment
démontrées [ 235 , 243 ] .

Problème .

275 . Doubler le cube par approxi¬mation .

Solution . Soit AB le côté du cube qu ’on
Veut doubler [ figu 107 ] • après avoir décrit
du centre A avec le rayon A B la circon¬
férence B Q M N C F P D E d e , et y avoir
fait à A B — B C = ■ C D — D E ; à BD — Ba
— E a ; à Aa — BF ; et à FA — F N ;
a N sera , à très - peu de chose près , le côté
du cube double .

Démonstration . L ’arc B N sera un dou¬
zième de la circonférence [ 3 i ] = 3 o° j si on
fait cet arc B N — A dans l ’équation [ 1 ] ,

R
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l ’arc A r , dont a N est la corde , sera = 3

78° i f On a donc , en faisant AB — 1 ,

a N = 2 si /z . 39° i ' — 1 , 2592800 .

On a ensuite v 2 = 1 , 2599209 .

L ’erreur en moins qui en résulte n ’ est donc

pas de 0 , 0007 .

II . e Solution . Si on vouloit une plus grande

approximation , après avoir fait la construc¬

tion de la première solution , et avoir fait en

outre kAB — Ed — d c j kA a — BF — D b

s = zdb -, kaN — c M = MP ; kF b — F Q ; PQ

sera le côté cherché , avec une approximation

plus grande que dans la solution précédente .
Démonstration . Comme , pour la démons¬

tration de la i . re solution , on a l ’ arc cM

= 78° 2 ' — MP , on aura l ’arc c M P

— 146° 5 ' Üxt 5 P u i s soustrayant l ’ arc F Q

= 72 0 [ 4 ° 3 de l ’arc FBc — i 5 o° [ 27 , 29 ] ,

on aura l ’ arc restant c Q = 78° 5 en le sous¬

trayant de l ’ arc c M P , on aura l ’ arc Q P

= 78° 5 ' dont la corde se trouve être

= 1 , 2599190 ; l ’ erreur en moins qui en ré¬

sulte ne sera donc que de 0 , 000019 , c ’ est -

à - dire , à peine de deux millionièmes de rayon .

Problème .

276 . Tripler , quadrupler , etc . et
octupler le cube [ fîg . 108 ] .
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Solution . Soit AB le côté du cube donné ;

du centre A et avec le rayon AB , décrivez

la circonférence B " Gu - CtvFLDOEdc ;

faites y à AB = BC — CD = ^ DE = Ed — dc ; des

centres B , c , d , E , D , avec le môme rayon

ABj décrivez les arcs A * c , Aqd , cHAJ 'E ,
Apd , AtE ; du centre B , avec le même

rayon BD , décrivez l ’ arc drS ' D a ; dn

centre E et avec le même rayon , coupez cet

arc en a ; des centres C et D , et avec le

même rayon , décrivez les arcs c p q E ,
B fc tc d ; faites à A a = B E ; à A B = FO
z= . a G = G L ; à EL = a w ; à ht ~ B t ;

à p & = B u - ; et à q t = , on aura :

double [ 2 jS ] y

triple ,

quadruple ,

quintuple ,

sextuple ,

septuple ,

octuple .

Démonstration . Si on fait AB — 1 , on

aura [ 271 ] : C S ' = \ / ( 4 — - y \ Z 33 ) = i , 44 22 49 ^ j .

on a ensuite \ / 3 = 1 , 4422 ,493 * Donc l ’ excès

n ’ est pas de 0 , 002 ..

pour côté

du cube
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L ’arc OFG étant de io 5 ° [ 29 , 3 o 1 , sa

corde O G sera égale à 2 sin . 5 2° 3 o ' =

1 , 5867066 . On a de pins \ / 4 = i > 5874007 .

Donc ce qni manque est de 0 , 0007 environ .

On aura ensuite l ’ arc E L = — de la cir¬

conférence [ 32 ] = j 5 ° -, si dans l ’équation

£41 x on fait -A * — j 5 ° , on a

l ’ arc A = E u = 32 ° 27 ' ;

et comme F O — 60° ( i 5 . liv . 4 ) , on aura

l ’arc O F ** = 117 0 oA f l u i a P our

corde 1 , 7102744 - On a ensuite \ / 5 = 1 , 7099757 .

Donc l ’excès n ’ est pas de o , ooo 3 .

Puisque BD = Br — F ) ^ = \ / 3 , et D t

= B * = 1 , on aura [ 23 ] :

ar • BD - (BD ) 2— ( Bn ) 2 , c ’est - à - dire , w T . \Z3 = 2j

d ’ où TT r = y \ / 3 = 1 , 1547005 , que l ’ on trouve

être la corde de 70° Si ' ~ ~ — B i . On aura

donc l ’ arc c B e , de i 3 o° 3 i r , qui a pour

corde 1 , 8164964 * Onaensuite 1/ 6 = 1 , 8171204 .

Donc on fait une erreur en moins qui n ’est

pas de 0 , 0007 .

Les deux triangles C £ p , Bp J ' ayant les
côtés respectivement égaux , seront égaux
( 8 . et 26 . liv . 1 ) 5 et comme ils sont sur la
même base p <f , les droites p & 3 B C seront
parallèles entr ’elles ( 89 . liv . 1 ) . On aura
donc l ’angle C B ^ — B p ( 27 . liv . 1 ) .
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Donc cos . CB ^ = 4 du [ 271 J = cos . BJp .

On a ensuite par la trigonométrie :

( Bp ) 2 = ( B <F ) 2 - \ - ( p & Y — 2B f ' . pf ' . cos . Bj 'p ;

et les lignes Bp et C cf1 étant égales , puis¬

qu ’on les détermine par la même construc¬

tion , on aura :

4 — j \/ 33 = 3 -h ( pJ ' ) 2 — 2p J* . \/ 3 . | \Ai ;

d ’ où 1 — jd 53 — ( p ^ ) 2 — ^ 7 J ' . 4 v / 33 :

ajoutant dans les deux membres de l ’équa¬

tion le quarré de j \ / 33 , on aura :

( 1 — ? \ / 33 ) 2 = ( / 7 d' _ | i / 33 ) 2 ;

d ’ où ^ 7 — 4 \ / 33 = ± ( 1 — | d 33 ) .

On a ensuite [ 23 ] pj ' . d E = ( d E ) 2 — ( pd ) 2 ,

c ’ est - à - dire , ^ 7 ^ = 1 — ( p d ) 2 , et par con¬

séquent la ligne p J ' est plus petite que l ’u¬

nité ; puis on déterminera p = - d 33 — 1

= 0 , 9148541 , que l ’ on trouve être corde

de Parc de 54 ° 26 ' 4fff * On a ensuite q r

= L JM de la fig . io 3 = la corde de l ’ arc de

3 i° 2,8 ' ïjjj [ 26y ] . Donc l ’arc cB m- r = 6o°
. 540 2 ,6 ^ — 2JL

■3i » 28 '
i45° 55 ' j

607
2 5 88 ^ ^ 2 799 - '“U ' J6227

arc dont on trouve la corde c >' = 1 , 9122214 .

On a ensuite d 7 = 1 , 9129309 . Donc on

fait une erreur en moins qui n ’ est pas de

0 , 000702 j on a enfin BE — 2 = \ / 8 . Donc , etc .
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Problème .

277 . Sous - doubler le cube par approxi -
mation [ fîg . 108 ] .

Solution . Soit AB le côté clu cube donné ;

du centre A avec le rayon AB , décrivez la

circonférence B CD Bd , et faites h . AB
— B O D = . D E — Edj du centre B >

avec le rayon BD , tracez l ’arc D ^ d ; du

centre d , avec le rayon dA , tracez l ’ arc A & E ;
D * sera le côté cherché .

Démonstration . La droite D & de cette

figure a été déterminée comme celle d E de

la figure io 3 . On aura donc [ 2 .69 ] D &

= 0 , 7922869 . Or on a v \ = 0 , 7937089 .

Donc on fait une erreur en moins qui n ’ est

pas de 0 , 002 .

278 . Nous n ’avons pas voulu omettre les

solutions de ces deux derniers Problèmes ,

quoiqu ’il y ait erreur dans quelques résultats ,

savoir : d ’ un ou deux millièmes dans les uns ,

et de quelques dix millièmes dans les autres ,

parce que ces erreurs sont souvent négligeables

et que d ’ ailleurs les solutions en sont sim¬

ples . On peut avoir des valeurs beaucoup

plus exactes que les précédentes , pour former
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des cubes ., non - seulement dans les rapports ci -

dessus exprimés , mais eucore dans d ’ autres ,

si on cberchoit les arcs exprimés en degrés ,

minutes et parties de minutes , qui ont pour

cordes les racines cubiques , ou leurs moi¬

tiés , leurs tiers , etc . nécessaires pour la

construction du cube cherché ; on retirerait

ensuite ces cordes du cercle divisé exacte¬

ment en degrés , minutes , etc . [ 243 , 2 -443 »

et on les emplôieroit ensuite , ainsi que leurs

multiples , à la même construction du cube .

279 . C ’ est ici que se termine enfin la Géo¬

métrie du Compas : si elle est accueillie fa¬

vorablement des Géomètres , et si elle peut

être de quelqu ’ utilité aux Artistes ' , aux Des¬

sinateurs , et spécialement aux Ingénieurs

en instrumens de mathématiques à l ’usage des

Géographes et des Astronomes , je me trou¬

verai bien récompensé du long ennui que

m ’a coûté sa composition .

FIN .
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