
Vierter Abschnitt .
Von den Verhältnissen

und Proportionen .

§ . 4r »

§ ) as Wesen alles Rechnens besieht eigentlich dar -
in , daß man Zahlen nach gewissen Regeln ans einander
erfindet . Daß wir aber bey der Berechnung der einen
Zahl - diese , und bey der Berechnung einer andern eine
andere Regel wählen , das geschieht deswegen , weil wir
uns bey einer jeden Zahl , die wir suchen , eine besondere
Art gedenken , wie sie aus einer andern Zahl bestimmt
wird . Z . B . man sucht die Zahl , welche aus 28 be¬
stimmt wird ,, wenn 5g dazu kommen . Man wendet also
diejenige Regel an , von welcher man weiß , daß nach ihr
Zahlen vermittelst dieser Besiimmungsart aus einander
hergelcitet werden können . Verlangt man hingegen Pie
Zahl zu wissen , welche bestimmt wird , wenn 28 , Zganak
genommen wird , so folgt man einer andern Regel , und
stndet auch eine ganz andere Zahl . Ferner wenn man
weiß , daß 100 Pfunde einer gewissen Maare zz Reichs -
thaler gelten , und man möchte gerne den Preis von 780
Pfunden eben dieser Maare wissen , so ist offenbar , daß
dieser Preis ans der Zahl zz auf eben die Art bestimmt
werden muffe , wie die Zahlen der Gewichte 100 und 780
aus einander bestimmt werden . Man muß also wiederum
eine andere Regel anwcndcn , um die gesuchte Zahl zu
finden . Die Art nun , wie Größen und Zahlen ans
einander entstehen , ist ihr Verhältnis . Es ist leicht
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einzusehen , daß einerley Zahl bald auf diese , bald auf
eine andere Art entstehen kann . Wenn man z . B . 6 zu

18 addirt , so entsteht 24 ; und wenn man ü , 4mal nimmt ,

so erhalt mau auch 24 , aber auf eine ganz andere Art .
Dort wurde nur zu der Zahl 6 die Zahl 18 gesezt , wel¬

che der Unterschieb der Zahl t > und der Zahl 24 war ;

hier hingegen wurde die Zahl 6 , amal zu sich selbst gc -
sczl . Wenn man y von zz abzieht , so entsteht ebenfalls

die Zahl 24 , wie auch wenn man ff , von zz , 8mal zu
sich selbst , addirt , und so wird mau von dieser einzigen

Zahl 24 » och unendlich viele Beyspiele geben können , in
welchen sic immer aus eine andere Weise entstehet .

Gleichwohl lasten sich ' alle » och so mannigfaltige Arten ,
wie Zahlen aus einander entstehen können , unter folgen¬

de zwey Hauptartcn bringen : entweder entsteht nämlich

eine Zahl aus einer andern durch Hinzusezung oder Weg -
nehmung einer andern Zahl von dieser , und diese Ent -
siehungsart der Zahlen heißt ihr arithmetisches
Verhältnis ; ; oder sie entstehet durch wiederholte Iu -
sainmenseznng einer andern oder eines Theils derselben ,
und diese Entstehungsart iheißt das geometrische
Verhalt » iß derselben . Das eine oder das andere

von diesen Verhältnissen hat allemal Statt , so oft inan .

Zahlen aus einander bestimmt oder herleitet .

§ « 42 .

Das Verhältnis ; zweyer Zahlen kann nicht ohne eine

dritte Zahl cingcsehen werden . Bey dem arithmetischen
Verhältnisse ist diese ' Zahk der Unterschied , und wird

durch die Subtraktion , bey dem geometrischen aber ist
sie der Quotient , und wird durch die Division gefun¬

den ; sie wird aber im lezten Falle nicht Quotient sondern

Erponeut des Verhältnisses genannt . So ist z . B .
bey den Zahlen 8 und 24 die Differenz ', die ihr arith¬
metisches Verhältniß . anzcigt 16 , der Erponent aber ,
der ihr geometrisches Verhältniß anzeigt , g . Das na¬
türlichste Zeichen des arithmetischen Verhältnisses ist

demnach das Zeichen der Subtraction , und das natür¬
lichste Zeichen des geometrischen Verhältnisses , das Zei¬
chen der Division - Das arithmetische Verhältniß der

Zahlen 8 und 24 wird daher also ausgedrückt : 24 — 8 ,

ihe geometrisches - Verhältniß aber also 24 : 8 . Die
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Zahlen , welche auf die eine oder andere Art mit einander
im Verhältnisse stehen , werden Glieder des Verhältnis¬

ses genannr , und zwar sicht man bey jedem Verhältnisse
immer ein Glied als das vorhergehende , das an¬

dere als das nachfolgende an , wobey die Ordnung
ganz willkührlich ist . Die vorhergehenden Glieder werden
auch Vorderglied er , die nachfolgenden Hinter¬

glieder genannt .

§ . 43 -

Wenn zwey Paare Zahlen einerlei ) Unterschied ha¬

lben , so hat das vorhergehende Glied zum folgenden bey
dem einen Paare eben das arithmetische Verhältnis ; , wie

bey dem andern , und man kann also diese arithmetischen

Verhältnisse gleich nennen , weil sie sich durch nichts un¬
terscheiden . So sind z . B . 12 — 4 und , 8 — io zwey

gleiche arithmetische Verhältnisse , oder cs ist 12 — 4
— 18 — io . Zwey gleiche arithmetische Verhältnisse

geben nun eine arithmetische P ,r 0 p 0 rti 0 n . Die¬

se enthält demnach 4 Glieder , wovon das erste und vierte
die äusseren , das zweyte und dritte die mittleren

heissen . Sind die mittleren Glieder einerley , so heißt
die Proportion stetig oder zusammenhängend ,
sind sie aber verschieden , so heißt die Proportion abge¬

sondert oder getrennt . So istz . B . 15 — y — 9 — Z
« ine stetige , hingegen 17 — 8 — 11 — 2 eine abgeson¬

derte arithmetische Proportion ; in der stetigen Propor¬
tion heißt das Glied , welches zweymal vorkommt , wie

im vorigen Beyspiele 9 , zwischen 15 und z , das mitt¬
lere .

§ - 44 -

In jeder arithmetischen Proportion ist die Summe
der beyden äusseren Glieder der Summe der beyden mitt¬

leren gleich .

Es sey die abgesonderte arithmetische Proportion

y — 4 — 21 — 16 , so ist in derselben die Summe der
beyden äusseren Glieder g - s- ib , welches 25 beträgt ,

und die Summe der beyden mittleren Glieder ist 4 - 1- 21 ,
welches auch 25 giebt . Oder es sey die stetige arithme¬

tische Prvportivlssiz — 8 — 8 — 3 , so ist in derselben
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die Summe der beyden äusseren Glieder - - - rz - j- z ,
welches 16 ausmacht , und die Summe der beyden mittle¬
ren Glieder — 8 8 — 2 x 8 , welches auch wieder¬

um 16 giebt . In einer stetigen arithmetischen Propor¬
tion ist demnach die Summe der beyden äusseren Glieder

dem doppelten mittleren Gliede gleich .

Daß dieser Saz ganz allgemein von jeder arithmeti¬

schen Proportion gelte , erhellet ans folgenden Gründen .
Nach dem vorigen tz . besteht jede arithmetische Propor¬
tion ans zwey gleichen arithmetischen Verhältnissen .
Die Gleichheit dieser Verhältnisse aber beruhet darauf ,

daß zwischen den beyden Paaren von Zahlen , welche die
Vcrhältnißgliedcr ausmachen , einerlcy Unterschied L >tatt

findet , d . h - daß das erste Glied um eben so viel größer
ist , alS das zweyte , um wie viel das dritte größer ist ,
als das vierte ; oder : daß der Ueberschuß der Einheiten ,
die ausser dem zweyten Gliede noch im ersten enthalten

find , dem Ueberschusse der Einheiten , die ausser dem
vierten Gliede noch im dritten enthalten sind , gleich ist .

Demnach besteht in jeder arithmetischen Proportion die
Summe der beyden äusseren Glieder

0 ) ans dem zweyten Gliede ,
1) ) aus dem Ueberschusse der Einheiten , die das erste

Glied noch ausser .' dem zweyten enthält , d . h . der

Differenz der Glieder ( denn diese zwey Stücke zu¬
sammen sind dem ersten Gliede gleich )

c ) ans dem vierten Gliede .

Die Summe der beyden mittleren Glieder aber

besteht

« ) aus dem zweyten Gliede

/; ) aus dem vierten Gliede

v ) aus dem Ueberschusse der Einheiten , die das dritte
Glied noch ausser dem vierten enthält , d . h . der
Differenz der Glieder ( denn diese zwey Stücke zu¬

sammen sind dem dritten Glied « gleich . )

Da man nun , so oft man Gleiches zu Gleichem

addirt , gleiche Summen erhält , hier aber die summi -

renden Theile beyderseits einander stückweise gleich sind ^
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men einander gleich werden .

h . 45 .

Aus dem vorigen wichtigen Saze fließen nun nach¬
stehende Folgerungen :

I . Das vierte Glied einer abgesonderten arithmeti¬
schen Proportion findet man , wenn man von der
Summe der beyden mittleren das erste Glied sub -
trahirt ; und das dritte Glied einer stetigen arith¬
metischen Proportion findet man , wenn man von
dem doppelten mittleren Glicde das erste subtra -
hirt . Z . B . es seyen die drey Glieder der abge¬
sonderten arithmetischen Proportion , 15 , 6 , 2t ,
und man bezeichne das vierte Glied , welches ge¬
sucht wird , durch G , so ist :

15 — H — 21 — G >

Hier ist also G - fl 15 ^ 6 - fl 21 — 27 ( nach dem
vorigen tz .) Das heißt : es müsse » zu dem gesuchten
Gliede noch 15 addirt werden , damit es der Zahl 27
gleich wird ; offenbar muß also die Zahl 27 um rz gros¬
ser seyn , als das gesuchte Glied , unv dieses wird folg¬
lich gesunden , wenn man von 27 die Zahl 15 abzieht ;
es ist also

G — 27 — IZ — 12 .

Oder es sey das erste Glied einer stetigen arithmetischen
Proportion Z7 , das mittlere Glied 2g , und man soll
das brüte Glied derselben finden ; bezeichnet man aber¬
mals das gesuchte dritte Glied mit G , so ist die Pro¬
portion :

37 — 24 — 24 — G . .

Hier ist G - fl Z7 — 24 - fl 24 ^ 48 ', folglich ,
wenn man beyderzetts Z7 abzieht , ( denn Gleiches von
Gleichem abgezogen , laßt gleiche Reste . )

G — 48 — 37 — ir

II . Das mittlere Glied einer stetigen arithmetischen

Proportion findet man , wenn man die Summe
der beyden äusseren .Glieder halbirt . Z . V . es sey
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das erste Glied der stetigen arithmetischen Propor¬
tion 2z , das dritte 11 , und man soll das mittlere

finden . Bezeichnet man wiederum das gesuchte
mittlere Glied durch G , so ist die Proportion :

2g — G — G — ii

Hier ist 2z - j- ii — G - s- G oder 2 G — Z4 , das

heißt , das gesuchte Glied doppelt genommen ist so groß ,

als die Zahl Z4 , me Zahl 34 rst also selbst daS Doppelte
von dem gesuchten Glieoe , und mithin das gesuchte Glied

die Halste von Z4 ; demnach ist

G — — — 17

Das mittlere Glied einer arithmetischen Proportion
oder die mittlere arithmetische Proportionalzahl zwischen

zwey andern Zahlen nennt man auch das arithmeti¬

sche Mittel ; und auf eine ganz ähnliche Art , wie
man das arithmetische Mittel zwischen zwey Zahlen fin¬
det , wird auch iai gemeinen ilcben sowohl , als in den

Wissenschaften ans mehreren Zahlen der Durchschnitt
oder die Mittelzahl gesunden , wenn man die Sum¬

me derselben durch ihre Anzahl dividirt . Gcsczt z . B .

es wäre an einem Orte beobachtet worden , daß zehen

Janre nach einander Kinder an den Pocken nach fvlgens
den Zahle » gestorben wären :

im iten Jahre 11

im 2ten - 17
im rtcn -

nn 4ten - 21
im ztcn - Zr

im üten - lyim 7ten - 12
im 8ten - 25
im e- ten - 28
im loten - 16

10 ) ihcAiy

so giebt die Summe aller dieser Zahlen , durch ihre An¬

zahl dividirt , den Durchschnitt oder die Mittelzahl der
Kinder , von denen man aimehmen darf , daß sie a » die¬

sem Arte alle Jahre von den Pocken aufgerirben werden .
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Und solcher Mittelzahlen bedient man sich in allen Fallen
micVvrrheil , wenn man keinen Grund hat , unter meh¬
reren Zahlen eine vor den übrigen zu wählen , da man
dann solchergestalt eine findet , welche von der Wahrheit
nie weit abwcichen kann , und ihr immer um so viel na¬
her kommen - muß , je größer die Anzahl der beobachte¬
te » Falle ist .

§ . 46 .

Zwey geometrische Verhältnisse sind einander gleich /
wenn sic einerlei ) Exponenten haben . Zwey gleiche geo¬
metrische Verhältnisse geben eine ge 0 metrische Pro¬
portio n . Bey diesen heissen die bcyden vorhergehenden
Glieder und die beyden nachfolgende » , jedes Paar un¬
ter sich , gleichnamige oder ähnlich liegende ;
alle übrige » Benennungen bleiben wie bey der arithme¬
tischen Proportion .

Auch ist noch zu bemerken , daß , wenn der Name
Proportion schlechthin , ohne ein Beywort gebraucht
wird , man jedesmal die geometrische Proportion darun¬
ter versteht , weil die Alten nur diese Proportion allein
betrachtet haben , und folglich zu ihrer Unterscheidung
kein Beywort nöthig hatten .

§ « 47 .

In jeder geometrische » Proportion ist das Product
der beyden äusseren Glieder dem Prvducte der beyde »
mittleren gleich .

Es sey die abgesonderte geometrische Proportion :

2 ; 6 — 4 : 12 ( welches gelesen wird :
Wie sich verhalt 2 zu 6 , so verhält sich 4 zu 12 ) so ist
das Product der beyden äußeren Glieder — 2X 12 — 24
und das Product der beyden mittleren - - 6 x 4 -r- i 24 .

Oder es sey die stetige Proportion :

4 : b ^ 6 : 9

so ist daS Product der beyden äußeren Glieder ^ 4x9
^ z6 n » d das Product der beyden mittleren — dX 6
— zü . Da aber bey der srctigön Proportion die beyden
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Mittleren Glieder einerlei ) sind , so ist in dieser das Pro¬
duct der beyden äußeren Glieder dem Producte des mitt¬

leren Glieds durch sich selbst gleich . Da nun ein Pro¬

duct , das entstehet , wenn man eine Zahl durch sich
selbst multiplicirt , das Quadrat oder die Quadratzahl

von dieser Zahl heißt ; so ist in jeder stetige » Proportion

das Product der beyden äußere » Glieder dem Quadrate
des mittleren Glieds gleich .

Daß dieser Satz allgemein von jeder geometrischen

Proportion gelte , davon kann man sich aus folgenden
Gründen überzeugen :

Nach dem vorigen H . besteht jede geometrische Pro¬

portion aus zwey gleichen geometrischen Verhältnissen ,
und die Gleichheit dieser Verhältnisse beruhet darauf ,

daß sic beyde einerlei ) Exponenten haben . Sie haben
aber cinerlcy Exponenten , wenn das erste Glied im

zweyten eben so oft enthalten ist , als das dritte im vier¬
ten , das heißt , wenn das zweyte Glied ein Product
aus dem ersten in den Exponenten , und das vierte Glied

ein Product aus dem dritten in denselben Exponenten

ist , welcher übrigens eben sowohl eine gebrochene , als
eine ganze Zahl seyn kann . Macht man nun die Prvs

ducte der äußeren und mittleren Glieder , so hat

das Product der äußeren Glieder zu seinen Factoren

s ) das erste Glied ,

i >) den Exponenten ,

c ) das dritte Glied , ( denn das Product aus den lez -
tcn beyden , ist dem vierten Glieds gleich . )

Das Product der mittleren Glieder aber hat zu

Factoren

-- ) das erste Glied ,

/z) den Exponenten , ( denn das Product aus diesen
beyden , ist dem zweyten Gliede gleich )

v ) das dritte Glied .

Da man nun , so oft man Gleiches mit Gleichem

multiplicirt , gleiche Producte erhalt , hier aber die Fa¬
ktoren beyderseits stückweise gleich sind , so müssen noch - .
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wendig jedesmal auch die beyden Producte eiimnder

gleich werden .

§ . 48 -

Aus dem vorigen Lehrsätze , welcher die Grundlage

der ganzen Lehre von den Proportionen ausmachr ,

fließen nachstehende Folgerungen .

I . Das vierte Glied einer abgesonderten Proportion
findet man , wenn man das Product der miccle -
ren Glieder durch das erste Glied dividirt ; und

das dritte Glied einer stetigen Proportion findet
mau , wenn man das Quadrat des mittleren

Glieds mit dem ersten Glicdc dividirt .

Es scy die abgesonderte geometrische Proportion :

4 : ü — 8 : G

Wo G das gesuchte vierte Glied bedeutet , so ist
( nach dem vorigen § .)

4 X G — 6 X 8

und daher , wenn man beiderseits mit 4 dividirt ,

G — ^ ^ — 1 ^

Oder es scp die stetige Proportion :

2 : 4 — 4 : G

Wo G wiederum das gesuchte Glied bedeutet , so

ist ( nach dem vorigen tz . )

2 X G — 4 X 4

und daher , rycim mau beiderseits mit 2 dividirt ,

G — ^ — s

II . Da ( nach dem vorigen tz . ) in jeder stetigen Pro¬

portion das Quadrat des mittleren Glieds dem
Producte der beyden äußeren gleich , folglich die¬

ses Product selbst ein Quadrat ist , so würde man
aus den gegebenen beyden äußeren Gliedern und
ihrem zugleich bekannten Producte , das mittlere

Glied finden können , wenn man nur wüßte , waS

für eine Zahl , wenn sie mit sich selbst multipli -
cirt wird , jenes Product hervorbrachte . Diese
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Zahl heißt die Quadratwurzel von jenem Products
und das Verfahren , dessen man sich bedient , um aus

einer gegebenen Quadratzahl ihre Wurzel zu finden , wird
das Ausziehen der Quadratwurzel genannt .

Demnach wird das mittlere Glied einer stetigen Pro¬

portion gefunden , wenn man aus dem Produkte der äus¬
seren Glieder die Quadratwurzel auszieht .

Die Quadratwurzeln von den Quadraten der Zahlen
von i bis io hat man in dem Einmaleins . Um diejeni¬

gen Quadratwurzeln , welche über io gehen , zu finden ,
muß man eine eigene arithmetische ' Operation anwenden ,

deren Erklärung in der Folge >ein besonderer Abschnitt ge¬
widmet werden wird .

Es seyen z . B . die beyden äußeren Glieder einer ste¬

tigen Proportion 2 und 8 , und man soll das mittlere
Glied finden . Bezeichnet man dieses , als das gesuchte ,
mic G , so ist

2 : G — G : 8 -

Demnach G x G oder das Quadrat von G — 2 x 8

— 16 . Folglich die Wurzel von G oder das gesuchte

mittlere Glied ^ 4 .

Es seyen ferner die beyden äußeren Glieder einer

stetigen Proportion z und 27 , und man soll das mitt¬
lere Glied finden , so ist

z : G — G : 27 .

Demnach das Quadrat von G — 3x27 — 8r und

folglich die Wurzel dieses Quadrats , oder das gesuchte
mittlere Glied — y .

Es seyen die beyden äußere » Glieder 2 und 18 ,
man soll das mittlere Glied finden , so ist

2 : G — G : l8 -

Demnach das Quadrat von G — 2 x 18 — 36 , mithin

die Wurzel dieses Quadrats , oder G — 6 .

Es seyen gegeben die beyden äußeren Glieder 4 und
ib , man soll das mittlere Glied finde » , so ist

4 : G G : 6 .§
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Demnach das Quadrat von G — 4 x 16 ^ 64 , dabo «
die Wurzel , oder G — 8 .

§ ' 49 »

Wenn vier Zahlen so beschaffen sind , daß das Pro¬
duct der beydcn äußeren dem Producre der beyden mitt¬
leren gleich ist , so stehen . die vier Zahlen in einer geo¬
metrischen Proportion .

Es sey das Product der beyden äußeren Glieder
X 18 , und daS Product der beyden mittleren ^

15 x 6 , so ist 5 : 75 — ü : 18 eine geometrische Pro¬
portion . Daß aber der Satz nicht nur bey diesem Bey -
spielc zuttcffe , sondern allgemein wahr sey , läßt sich fol¬
gendermaßen zeigen :

Sind die Prodncte der äußeren und mittleren Glie¬
der gleich , so muffen es mich deren Factoren ftyn , denn
nur Gleiches mir Gleichem multiplicirt giebt gleiche
Prvducte . -Allein nach der Voraussezung sind die beyden
äußeren und die beydcn mittleren Glieder vier verschiede¬
ne Zahlen . sollen sie also doch , wenn man jene zwey
und diese zwey Miteinander multiplicirt , gleiche Prodncte
geben , so ist dies nur unter einer einzigen Bedingung
möglich , wenn nämlich unter jedem Paare eine zusam -
mengesezte Zahl sich befindet , und zwar so , daß der zu -
sammengesezte Factor unter den äußeren Gliedern zu sei¬
nen Factoren hat : i ) den einfachen Factor der mittle¬
ren , 2 ) noch einen andern , den wir in Ermanglung
einer schicklicheren Benennung der Kürze wegen Sub¬
factor nennen wollen , der znsammengesezre Factor un¬
ter den mittleren Gliedern hingegen zu Factoren hat :

den einfachen Factor der äußeren , 2 ) oen nämlichen
Snbfactor . Denn nur dadurch allein werden die Facto¬
ren , und folglich auch die Prvducte , beyderseits gleich .
Nun zeigt ( nach H . 42 .) der Subfactor bey dem Produ -
cte der äußeren Glieder das Verhältniß des einfachen
Factors der mittleren Glieder zum zusammengesezreu der
äußeren , bey dem Productc der mittleren Glieder hinge¬
gen das Verhältniß des einfachen FactorS der äußeren
Glieder zum zusammengeseztcn der mittleren . Dieser
Subsactor ist also der Erponent der genannten Verhält¬
nisse , und da er beyderseits gleich ist , so sind folglich
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( nach H . 46 .) auch die Verhältnisse einander gleich ; das
heißt , der einfache Factor der äußeren Glieder hat zum
zusammengesezten der mittleren eben das Verhältniß ,
was der einfache Factor der mittleren zum - usammenge -
sezten der äußeren Glieder hat , oder diese vier Glieder
stehen in geometrischer Proportion .

Das oben gegebene Beyspiel ist demnach also an -
zusehen :

5 X ( Z X 6 ) ^ 6 X ( Z X 5 )
wo mm 5 der einfache Factor der äußeren , 6 der einfa¬
che Factor der mittleren Glieder , und g der gemeinschaft¬
liche Subfactor ist .

Daß übrigens die Benennungen : einfach und
zusammengesezt , hier bloß komparativ genommen
seyen , wird kaum nöthig seyn , zu erinnern .

So oft man demnach zwey gleiche Products hat ,
deren jedes aus zwey Faktoren zusammengesezt ist , so
kann man daraus eine Proportion herleite » , indem man
schließt : Wie sich verhält der eine Factor des einen Pro¬
ducts zum einen Factor des andern , so verhält sich der
zweyte Factor des andern Products zum zweyten Factor
des ersten .

§ - 50 . '

Jede geometrische Proportion läßt sich auf mannig¬
faltige Art abändern , und bleibt bey allen Veränderun¬
gen immer eine geometrische Proportion , so lange man
zeigen kann , daß nach geschehener Veränderung das Pro¬
duct der beyden äußeren Glieder dem Produkte der bey -
den mittleren noch gleich sey , denn dies ist nach dem vo¬
rigen H . das allgemeine Merkmal der zwischen vier Zah¬
len Statt habenden Proportionalität .

Es sey z . B . die geometrische Proportion :

6 : 18 — 8 : 24

so kann man sie aus folgende Arten verändern :

I . Durch Versezung der Glieder , indem man näm¬
lich sezt : Das Vorderglied zum Voroergliede , wie
das Hinterglied zum Hintergliede , also :

F «
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6 : z — 18 : 24 . Hier ist nun 6 X 24 — 8 X
18 , oder 144 — 144 .

II . Durch Umkehrung der Glieder , indem man

sezt : DaS Hinterglied zum Vordergliede , wie das

Hiuterglied zum Vordergliede , also :

18 : 6 ^ 24 : 8 : hier ist abermal 18 X 8 — 6
X 24 , oder 144 — 144 .

III . Durch Addition der Glieder , indem man sezt :

, ) Die Summe des Vorderglicds und Hinter¬

glieds zum Hinterglicde , wie die Summe des Vor¬
derglieds und Hincerglieds zum Hintcrgliede , also :

( 6 -s - 18 ) : 18 ^ ( 8 - st- 24 ) : 24 oder
> 24 : 18 — Z 2 : 24 ,

hier ist 24 x 24 — 18 x 32 , das ist 576 — 576 .

Oder indem man sezt :

2 ) Das Vorderglied zur Summe des Vorder¬

glieds und Hinterglieds , wie das Vorderglied zur
Summe des Vorderglieos und Hinterglieos , also :

6 : ( 6 - s - 18 ) — 8 : 8 ^ 24 ) oder

b : 24 — 8 : Z 2 ; hier ist 6 x 32 ^ 8 X 24
oder 192 — 192 .

IV . Durch Subtractivn der Glieder , indem man

sezt :
r ) Wie der Unterschied des Vorderglieds und

Hintergüeds zum Hintergliede , so der Unterschied
des Vorderglieds uud Hmcerglieds zum Hinter --

glieve , also :

( 18 — 6 ) : 18 — ( 24 — 8 ) : 24 , oder
12 : 18 — ib : 24 .

Hier ist 12 x 24 — 18 X 16 , oder 288 — 288 -

Oder indem man sezt :

2 ) Wie der Unterschied des Vorderglicds und

Hinterglieds zum Vordergliede , so der Unterschied
des Vorderglieds und Hinterglieds zum Vordcr -

gliede , also -
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( rz — 6 ) : 6 — ( 24 — 8 ) : 8 oder
12 : 6 — id : 8 -

Hier ist 12 x 8 — 6 x 16 , oder 96 — 96 .

V". , Durch Addition und Subtraktion der Glie¬

der zugleich , indem mau sezt :

1 ) Wie die Summe des Vorderglieds und Hin¬

terglieds zum Unterschiede des Vorderglieds und

Hiurerglieds , so die Summe des Vorderglieds und
Hmterglieds zum Unterschiede des Vorderglieds und
Hmterglieds , also :

( 6 - s- 18 : ( 18 — 6 ) — ( 8 - j- 24 ) : ( 24 — 8 )

oder :

24 : 12 — Z2 : 16 .

Hier ist 24 x 16 — 12 x 32 , oder Z84 — 384 ^

Oder indem man sezt :

2 ) Wie der Unterschied des Vorderglieds und

Hiurerglieds zur Summe des Vorderglieds und

Hmterglieds , so der Unterschied des Vorderglieds
und Hiurerglieds zur Summe des Vorderglieds und

Hintcrgliedss , also : ,

( 18 — 6 ) : ( 6 - s- 18 ) , - ( 24 — 8 ) : ( 8 - j - 24 )
0 d e r :

12 : 24 — 16 Z2 .

Hier ist abermal 12 x 32 4 24 x 16 ^ oder 348
384 -

VI , Durch Multiplication der Glieder , indem

man entweder die beyden Vorderglieder oder die

beyden Hiuterglicder oder Vorder - und Hiuterglie -
der zugleich mit einerley Zahl , oder die Vorder¬

glieder mir einer und die Hintcrglieder mit einer
andern Zahl multiplicirt .

1 ) Multiplicirt man in der Proportion 6 : 18
— 8 : 24 die beyden Vorderglieder mit der Zahl

2 , so erhält man die Proportion :

12 : 18 — 16 : 24 ,

und hier ist 12 x 24 — i§ x 16 , oder 288 — 288°
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2 ) Wenn man in der Proportion —

8 : 24 die beyden Hinterglieder mit der Zahl z

multiplicirt , so wird daraus die Proportion :

6 : 54 — 8 : 72 ,

und in dieser ist 6 x 72 8 X 54 , oder 4Z2
— 432 -

z ) Wenn man in eben dieser Proportion die
Leyden Vorderglieder mit der Zahl 5 und die bey¬

den Hinterglieder mit der Zahl 2 multiplicirt , so

entstehet die Proportion :

zo : zü — 40 : 48 ,

und dabey ist zo x 48 — z6 x 40 , oder 140
igo .

4 ) Wenn man in der vorigen Proportion alle

vier Glieder mit der Zahl ü multiplicirt , so er¬

halt man die Proportion :

? 6 : 108 — 48 : 144 ,

und in dieser ist z6 x 144 - - 108 X 48 , oder
5184 — 5184 -

VH . Durch Division der Glieder , indem man ent¬

weder die beyden Vorderglicder oder die beyden

Hinterglieder , oder Vorder - und Hinterglieder zu¬

gleich mit einerley Zahl , oder die Vorderglieder
mit einer , und die Hinterglieder mit einer andern

Zahl dividirt .

1 ) Wenn mau in der Proportion 6 : 18 —
8 : 24 die beyden Vorderglieder , bey unveränder¬

ten Hintergliedern , mit der Zahl 2 dividirt , so er¬

hält man daraus die Proportion :

z : 18 — 4 : 24 ,

und in dieser ist z x 24 ^ 4 X 18 , oder 72

— 727
2 ) Wenn man in der vorigen Proportion , bey

unveränderten Vordergliedcrn , die beyden Hinter -

gliedcr mit der Zahl z dividirt , so erhält man

die Proportion :

6 : 6 — 8 : 8 ,

und in dieser ist6x 8 ^ 6 X 8 , oder 48 — 48 .
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z ) Wenn man in eben dieser Proportion alle
vier Glieder durch die Zahl 2 dividirt , so erhalt

man daraus die Proportion :

z : 9 — 4 : 12 ,
nnd hierin ist Z X 12 — 4 X 9 , oder z 6 ^ 2 z 6 .

4 ) Wenn man endlich in eben dieser Proportion

die beyden Vorderglieder mit der Zahl 2 und die
beyden Hinterglieder mit der Zahl 6 dividirt , so
entstehet daraus die Proportion :

3 : 3 — 4 : 4 ,
nnd hierin istZX 4 — 3 X 4 , oder 12 — 12°.

VIII . Durch Multipl ic .ati 0 u und Division dev

Glieder zugleich , indem man die Veränderun¬

gen von IVro . VI . und VII . cvmbinirt .

1 ) Wenn man in der Proportion 6 : 18 — 8 : 24
die beyden Vordcrglieder mit der Zahl 2 mulli - .

plicirt und die beyden Hinterglieder mit der Zahl
z dividirt , so erhält man die Proportion :

12 : 6 — 16 : 8 ,

in welcher 12x8 — 16 x 6 oder 96 — 96 ist -

2 ) Wenn man in der Proportion 6 : 18 —

8 : 24 die beyden Vorderglieder mit der Zahl 2 .
dividirt und die beyden Hinterglieder mit der Zahl

z multiplicirt , so erhält man die Proportion :
3 : 54 — 4 : 72 ,

in welcher z x 72 — 4 x 54 oder 216 —
216 ist .

Die hier geführten Beweise aller dieser Säze
gelten zwar eigentlich nur für das gewählte Bey -

sprek ; sie können aber leicht allgemein gemacht
werden , wenn man die Glieder der dabey zum

GöÜnde gelegten Proportion durch allgemeine Zei -
chcn ansdrückt .

Wählt man z . B . zu Bezeichnung - des ersten

Gliedes die römische Ziffer I , zu Bezeichnung des

dritten die römische Ziffer III , und zu Bezeich¬

nung des Erponenten den Buchstaben E , so läffet
sich das jweyte Glied durch I x E , und daS
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vierte durch IN x E ausdrücken , weil ( nach H . 47 . )
jenes ein Product ans dem ersten in den Exponenten ,
dieses aber ein Product aus dem dritten in denselben
Exponenten ist .

Und vermittelst dieser Zeichen kann mau nun die
Beweise der obigen Säze leicht auf folgende Art all¬
gemein machen :

Durch die Veränderung unter I§rc >. I wird aus
der ursprünglichen Proportion

6 : l8 - 8 : 21 d . h .. I ; I X E ^ III : III X E
diese

6 : 8 — 18 : 24 d . h . I : III — I x E : m X E ;

und die Zulässigkeit dieser Veränderung ist daraus er¬
weislich , daß in der lezten Proportion so gut wie in
der ersten das Product der äußeren Glieder dem Pro¬
ducts der mittleren gleich wird , denn es ist in einem
Falle wie im ander » I X III X E — IX III X E .

Durch die Veränderung unter lblro . II . wird aus
der ursprünglichen Proportion

6 : 18 — 8 r 24 d . h . I : I x E — IIIIII x E
diese

18 : 6 — 24 : 8 d . h . I X E : I — III x E : III ;
und die Zulässigkeit dieser Veränderung folgt wiederum
daraus , daß auch hier das Product der äußeren so wie
Las Product der mittleren Glieder — Ix IIIX E wird .

Da nun auf diese Art die Nothwendigkeit der
Gleichheit dieser beyden Producte aus einem allgemei¬
nen , aus dem Begriffe der Proportion selbst abgeleite¬
ten , Ausdrucke dargethan ist , unter welchen eben deß -
wegen jede gedenkbare Proportion muß gebracht wer¬
den können , und da die Gleichheit der mehremähnten
Producte ( nach dem vorigen H . ) das allgemeiM Merk¬
mal der zwischen vier Zahlen Statt findenden Propor¬
tionalität ist , so ist eben damit die Zulässigkeit jener
Veränderungen in ihrer völligen Allgemeinheit erwiesen .

Ebenso kann mau die Beweise der übrigen Säze
dieses und aller nachfolgenden tz . K . bis zum Ende die¬
ses Abschnitts allgemein machen .
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Andere allgemeine Beweise derselben werden spä¬

terhin vermittelst der Buchstabenformeln gegeben werden .

H . 51 »

Wenn zwey Proportionen von der Art sind , daß
die Hinterglieder der einen den Vordergliedcrn der an¬
dern gleich sind , so verhalt sich das erste Glied der er¬
sten Proportion zum zweyten Glied der zweyten wie
das dritte Glied der ersten zum vierten Glied « der zwey -
tcn . I . B . es seyen die Proportionen :

4 : y — 12 : 27 und
y : ii — 27 : ZZ so ist

4 : 11 — 12 : zz

und in dieser Proportion ist 4 X ZZ — n X 12 ,
oder iZ2 — iZ2 .

52 «

Wenn daher zwey Proportionen so beschaffen sind ,
daß die Hinterglieder der einen , den Hintergliedcr » der
andern gleich sind , so verhalt sich das erste Glied der
ersten Proportion zum ersten Gliede der zweyten wie
das dritte Glied der ersten zum dritten Gliede der
zweyten . Z . B . es seyen die Proportionen :

z : 7 — 6 : 14 nnd
4 : 7 — 8 : 14 so ' st
3 : 4 — 6 : 8

und in dieser ist z x 8 — 4 >§6 , oder 24 — 24 .

Kehrt man hier die zweyte Proportion um , so
hat man den Fall des vorigen h°

§ . 5Z .

Wenn zwey Proportionen so beschaffen sind , daß
die Vorderglieder der einen den Vordergliedern der an¬
dern gleich sind , so verhalt sich auch das zweyte Glied
der ersten Proportion zum zweyten Gliede der zweyten
wie das vierte Glied der ersten zum vierten Gliede der
zweyten . Z . B . eS seyen die Proportionen :



5 : ii — 10 : 22 und
5 : 15 — i o : zo so ist

ii : 15 — 22 : zo

und hierin ist 10 x zo — 15 x 22 , oder zzo — zzOt

Kehrt man hier die erste Proportion um , so hat
inan den Fall des tz . 50 .

§ . 54 -

Wenn in zwey Proportionen das zweyte Glied der
ersten dem ersten Gliede der zweyten , und das dritte
Glied der ersten dem vierten Gliede der zweyten glcich
ist , so verhalt sich das erste Glied der ersten zum zwey -
len Gliede der zweyten wie das dritte Glied der zwey¬
ten zum vierten Gliede der ersten . Z . B . es seyen die
Proportionen :

6 : 16 — 15 : 40 und
16 : 5 — 48 : 15 ft ist j

6 : 5 — 48 : 40

und hierin ist 6 x 42 — 5 x 48 , oder 242 ^ 240 - .

§ » 55 .

Wenn daher in zwey Proportionen die mittleren
Glieder der einen den mittleren Gliedern der andern
gleich sind , so verhalt sich das erste Glied der ersten
zum ersten Gliede der zweyten wie das vierte Glied
der zweyten zum vierten Gliede der ersten . A . V . es
feyen die Proportionen :

7 : 18 — 21 : 54 und '
14 : 18 — 2 1 : 27 so ist

7 : 14 — 27 : 54

und hierin ist 7 X 54 — 14 x 27 , oder Z78 ^ Z7T .

Kehrt man hier die zweyte Proportion um , so hat
man wiederum den Fall des vorigen tz .

«



yr

§ - 56 .

Wenn man in zwey Proportionen die Glieder der
einen durch die Glieder der andern nach der Reihe mul -
tiplicirt , so geben auch diese Products eine Proportion
Es seyen die beyde Proportionen :

4 : 8 — 7 : 14
r : L> — 5 : 15

man mnltiplicire der Reihe nach alle Glieder der er -
sten durch die gleichnamigen Glieder der zweyten , so
werden die Produkte 2 4 : 6 X 8 — 5 ^ . 7 r
i4 >i 15 , oder 8 : 48 — 35 : 210 und dies ist wieder
eine Proportion , denn es ist in derselben 8 X 210 —
48 X 35 , oder Mo — 1680 .

§ . 57 -

Wen » zwey oder mehrere Verhältnisse so beschaf¬
fen sind , daß immer das Hinterglied des einen das
Vorderglied im nächstfolgenden ist , so sagt man , das
Verhältniß des ersten Glieds zum lezten sey aus al¬
len diesen Verhältnissen , oder aus andern ,
die ihnen gleich sind , zusammengesezt . Z .
B . wenn man die Verhältnisse hat .

2 : 4 — 5 : io
4 : 8 — 6 : 12
8 : 16 — 7 : 14 u . s. w.

so heißt das Verhältniß 2 : 8 ans den beyden Ver¬
hältnissen 2 : 4 und 4 : 8 , oder den ihnen gleichen
Verhältnissen 5 : 10 und 6 : 12 zusammengesezt , eben
so heißt das Verhältniß 2 : 16 aus den Verhältnissen
2 : 4 , 4 : 8 und 8 : 16 , oder den ihnen gleichen Ver¬
hältnissen 5 : 10 , 6 : 12 und 7 : 14 zusammengesezt .
Die Bezeichnung der zusammengesezten Verhältnisse ist
folgende :

2 : 8 —

l
^ 2

>4

4 l

8s - l6
i d

10 !
I2i

2 t 16 —
-> s ^

4 I5 - I0I
8 > — <6 : i 2 >

- « > j ? : - 4
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§ . 58 -

Wenn ein Verhältniß aus zwey gleichen Verhält¬
nissen zusammengesezr ist , so heißt es ein zwey mal

höheres oder duplicirtes , ist es aus drey glei¬
chen Verhältnissen zusammengesezr , so heißt es ein

drey mal höheres oder triplicirtes Verhältniß -
u . s. w . das ist , wenn :

2 : 4 — z : io
4 : 8 — z : io
8 — 5 : io so ist

2 : 8 — <!

l.

l 5 : ro
2 : 16 — < 4<4 : 8 > — < 5 : io >8 : ib

und man sagt 2 : 8 stehe im zweymal höheren

oder duplieirten Verhältnisse von dem Verhältnisse
2 : 4 oder 5 : 10 , und 2 : lü stehe in dem drey -

mal höheren oder trip licirtcn Verhältnisse von

dem Verhältnisse Z : 4 oder 5 : ic . Umgekehrt nennt
man das einfache Verhältniß 2 : 4 oder 5 : 10 in An¬

sehung des zweymal höheren oder dnplicirtcn , 2 : 8 ,
Las zweymal niedrigere oder subduplicirte ,

und in Ansehung des dreymal höheren oder triplicirten ,
2 : 1b , das dreymal niedrigere oder snbtri -

pli cirte . Und im Allgemeinen heißt ein zusammen -
geseztes Verhältnis ; ein um so vielmal höheres

Verhältniß , als die Anzahl der einzelnen Verhältnisse ,
woraus es znsammcngcsezt ist , beträgt . Und im Ge -

gentheil heißt daS einfache Verhältniß ein um so viel¬
mal niedrigeres Verhältniß , als die Anzahl der

einzelnen Verhältnisse beträgt , woraus das zusammen -
gesezte bestehet .

§ « 59 -

Wenn das Verhältniß zweyer Zahlen aus mehre¬

ren Zahlenverhältnissen zusammengesezt ist , so verhält
sich die erste Zahl zur zweyten wie das Product aller

Vorderglieder zmn Prodncte aller Hinterglicoer in den

einfachen Zahlenverhältnissen . Z . V . es sey :
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2 : 4 — 5 : io
4 : 8 — b : 12
8 : 16 — 7 : 14 so ist

2 : 8 — ZXbriox 12
oder

2 : 8 — 30 : 120
Denn hier ist 8 zo — 2 X 120 oder 240 ^ 240 .
Eben so ist auch 2 : 16 — 5 X 6 7 : ro x 12 ><! 14

oder 2 : 16 — 210 : 1680 .
Denn hier ist 2 X 1680 ^ 2 16 x 210 oder Zzöo 21:
3 Z 6 o .
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