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Crepusculum analogiam quandam cum arcu visionis habet . Ab Astronomis ex observationibus

quam proxime assumitur , pro stellis primae magnitudinis arcum visionis h . e . profunditatem solis

infra horizontem , dum stellae in coelo aparere incipiunt 10° — 12° graduum , pro secundae et tertiae

magnitudinis 13° — 15° , et pro minimis 18° graduum esse . Qua ex causa et crepusculi astronomici

initium mane vel finis vesperi jam etiam ponitur , dum sol 18° gradibus ab horizonte , sen 108° a

puncto Zenith distat , civilis vero sole ad gradum 6 .°5 perveniente . In locis , in quibus sol per

aestatem eam infra horizontem distantiam , scilicet 18° non attingit crepusculum matutinum cum

vespertino confunditur ; sub polis ipsis utrumque fere duos menses durat , quo medio illa polaris

sex mensium nox multo brevior redditur , quum ope lucis in atmosphaera vel reflexae vel refractae

illuminetur .

Sed jam colligamus , Cives ac Commilitones humanissimi , in hoc lectionum indice relationes

eas de crepusculo , quae imprimis attentione dignae sunt . Est autem problema celeberrimum de

Crepusculi Minimi duratione . In hoc problemate famoso quaeritur anni dies , quo sol

spatium comprehensum ab horizonte et circulo crepusculari 18° gradibus infra horizontem depresso

velocissime trajicit . — En jam formularum evolutionem .

Sit elevatio poli , sen latitudo loci p , declinatio solis 8 , distantia zenithalis una z ' , altera z "

angulique horarii correspondentes h ' et h " ; h ' repraesentabit angulum horarium solis orientis vel

occidentis , sive arcum semidiurnum , h " angulum horarium pro initio vel fine crepusculi , ergo

differentia h " — h ' crepusculi durationem . Ceterum ab evolutione formularum sequentium excludimus

tempore minimi crepusculi refractionem et declinationis solis variationem . Hoc facto manifestum

est , fore :

, . cos z ' — sin p . sin 8
cos h ' = = - — r-

cos p . cos 8

, „ cos z " — sin p . sin 8
cos h " = - — --

cos p . cos 8

Statuendo nunc z ' — 90° ; z“ = 90° + 18° , aequationes praecedentes statim formam sequentem
nanciscuntur :

cos h ' = — tang p tang 8 .

, „ cos 108° »
cos h " = - — tang p . tang 8

cos p . cos 8

M



Ex his aequationibus ergo dabitur tum cos h ' , tum cos h " , proindeque etiam h ' et h " , quo¬

circa et angulus horarius crepuscularis h " — h ' datus erit , qui statim in tempus convertitur et

crepusculi durationem exhibebit === — —

Minimum nunc tempus , quo sol ab horizonte ad circulum crepuscularem , vel vice versa

provenit , invenitur in hunc modum . Quoniam tempus durationis semper differentiae h " — h '

duorum angulorum proportionalis est , res jam in hoc casu huc redit , ut pro Minimo h " — h '

declinatio solis investigetur . . Ut itaque ^ declinationem istam solis detegamus , differentiamus aequa¬

tiones [ a ] et [ |S] , spectando h ' , h " et d tanquam quantitates variabiles , et loco h " in secunda

aequatione substituto : h " = h ' - j- h " — h ' , prodit :
d h '

d d
dh '

dd

unde etiam habetur :

d ( h " — h ' )

d d

et pro Minimo , ponendo :

sm p

cos p . cos 2 d . sin h '

_ ■ sin 18 ° . sin d - j- sin p

cos p . cos 2 d . sin h "

_ sin 18 ° . sin d - j- sin p

cos p . cos 2 d . sin h "

d ( h " — h ' )

dd

sm p

cos p . cos 2 d . sin h '

d ( h " - hQ _
dd

oritur :

sin h " _ sin 18 ° . sin d —f— sin p

sin h ' sin p

Substituendo nunc ex aequationibus [ a ] et Q3]t _ V ( cos 2 p — sin 2 d )
sin h '

sin h '

= ( / [ —

cos p . cos d

sin 2 d — 2 sin 18 ° sin p . sin d — ■ sin 2 18 °

cos 2 p . cos 2 d

1
Aequatio superior [ 5p] sequentem induit formam : ’

sin 18 ° sin d - f - sin p _

sin p ’

sin 2 d — 2 sin 18 ° . sin p . sin d — sin 2 18 °]
cos 2 p — sin 2 d

Qua ex formula nunc facile est quaesitam solis declinationem determinare . Ut jam haec

declinatio inveniatur , quadretur aequatio proposita , statuendo dein

2 sin 18 ° . sin d . sin p . cos 2 p = 2 sin 18 ° . sin d . sin p — 2 sin 18 ° . sin d . sin p . sin 2 p ,

— 2 sin 18 ° . sin d . sin p . sin 2 d = — 2 sin 18 ° . sin d . sin p - j - 2 sin 18 ° . sin d . sin p . cos 2 d

et factis idoneis reductionibus , invenitur :

sin 18 ° . sin 2 d . cos 2 p — sin 2 18 ° . sin 2 d . sin 2 d - f - 2 sin 18 ° . sin d . sin p . cos 2 d = — sin 2 18 ° . sin 2 p ,
sive etiam :

sin

Unde facile deducitur

et educta radice

18 ° . sin 2 d - j - sin 2 18 ° . sin 2 p - }- 2 sin 18 ° . sin d . sin p = 0 .

. „ sin d . sin p
sm 2 d + 2 - , qq ~ ~~ + sm 2 p = 0sin 18 °

sin d =_ — sin p ( 1 4 - cos 18 ° )snTT8® :
quocirca , quum sit
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tang 9° =
cos 18°

cotg . 9° =
1 + cos 18°

sin 18°sin 18°

radices aequationis praeced . exhibebuntur per

sin 3 — — sin p . tang 9° ; sin 3 = — sin p . tang 81° ,

i . e . solis declinatio tempore minimi crepusculi in regionibus borealibns est semper australi ? . Radix

prima pro quavis elevatione poli valet , radix autem secunda propter valorem maximum ipsius 3 ~

23° 28 ' tantum pro poli elevationibus ■< 3° 37 . — F . T . Schubert Theoretische Astronomie Peters¬

burg 1798 pag 92 , et E . Schmidt mathem . et physische Geographie Göttingen 1829 . — Inventa

itaque solis declinatione , statim invenitur et angulus crepuscul . h " — h ' , h . e . duratio minimi

crepusculi . Ad formularum illustrationem exemplum complete calculatum apponimus .

Brunsbergae . Elevatio poli , seu latitudo loci : p = 54° 22 ' 54 "

log . sin p . 9 , 91004 —

log . tang 9° . 9 , 19971

log . sin 3 . 9 , 10975 —

3 = — 7° 23 ' 51 "

Igitur declinatio solis quaesita = — 7° 23 ' 51 " , quod cadit intra dies 11 — 12 Octobris et 1 — 2

Martii . Pro crepusculi minimi duratione habetur :

log . tang 3 . 9 , 11338 —

log . tang p . 10 , 14484 —

p5822

h ' = 79° 33 '

log . sin 3 . 9 , 10975 —

log . sin p . 9 , 91004

32 "

log .

log .

cos . 108° .

9 , 01979

0 , 10466

0 , 30901

log .

cos 3 . 9 , 99637

cos p . 9 , 76521

9 , 76158

0 , 20435 . 9 , 31037

9 , 54879

— 0 , 20435

h " 110° 43 ' 18 "

atque inde :

h " — h ' = 31° 9 ' 46 "

et facta conversione h " — h ' rr : 31° 9 ' 46 " in tempus , prodeunt pro crepusculi astronomici minimi

duratione in hac nostra latitudine 2h 4 ' 39 " temporis sid . seu 2h 4 ' 18 " temporis solaris medii .

Sin jam crepusculi minimi civilis duratio ex his formulis depromenda est , calculus eodem modo

perficitur . Designando enim depress . solis infr . horiz . — 6° 30 ' , invenitur crepusc . minimi civil , durat .

= 0h 44 ' 41 " temp . sid . , seu 0h 44 ' 34 " temporis medii . —

De phaenomeno crepusculari generaliter tantum adhuc haec . De natura phaenomeni crepus -

cularis veteres jam satis rectam notitiam habuisse indubitatum est . Ita Yiri celebres : Alhazen

Vitellio , Nunez , Cardanus , Gemma Frisius , Tycho de Brahe , Keplerus et alii de

radiorum solarium in terram illabentium refractione , de atmospherae nostrae altitudine deque circuli

crepuscularis depressione jam satis recte egerunt , nec eorum conamina hac in re spernenda sunt . * )

*) Depressio circuli crepuscularis , uti ex observationibus veterum colligitur :
Alhazen , Vitellio et Cardanus eam esse invenerunt 19° 0 '

Nunez . 16° 0 '
Gemma Frisius et Stevinus . . . . 18° 0 '

Tycho de Brahe . 17° 0 '



Attamen problema famosum de crepusculi minimi duratione cl . Joh . Bernoulli primus rigorose

resolvit .* * ) Postea cl . de 1 ’ Hospital , discipulus Bernoullii , idem argumentum aggressus est , et

solutionem hujus problematis per calculum differentialem dedit . Jll . Euler in novis Commentariis

Academiae Petropolitanae Tom XX . solutionem problematis , de trajectu citissimo stellae per duos

circulos Almicantarath datos pro qualibet elevatione poli , syntheticam et elegantem tradidit . Hoc

problema Eulerianum cl . Gregorius Fontana ad analysin revocavit , et ex eo per aequationem

biquadraticam , facile resolubilem , expressionem sequentem simplicissimam pro crepusculi minimi

duratione deduxit , puta : * * )

sin 6 — — sin 1 . tang ' / 2 a ; et sin ' / 2 ( b — h ' ) =
sin Vs a

cos 1

In hac formula a depressionem circuli crepuscularis , 1 vero latitudinem terrestrem designat . Ad

ductum hujus formulae jam nunc etiam assequimur ang . hor . crepusc . = 31° 9 ' 46 " , prorsus

idem ac supra . — Ceterum in hanc formulam et cl . Fuss , Astronomus Academiae Petropolitanae

via ferme lineari ac synthetica incidit . * * * ) Multa etiam ad idem argumentum pertinentia jam cl .

Delambre diligenter collegit et in ordinem redegit simulque investigationes c 11 . Mauduit et

Cagnoli tradidit . * * * * )

Reliquum nunc est ut adhuc tabulam brevem supputemus exhibentem crepusculi durationem

per totam noctem , et quidem ab elevatione poli 48° 32 ' usque ad 90° sive ad polum ipsum . Ea

propter assumpta solis declinatione <J , ac posita poli elevatione p , et solis depressione infra horizon -

tem 18° , statim manifestum erit 90° — 6 — p vel = vel < 18° exhibere durationem crepusculi

quaesitam .

Ecce jam specimen talis tabulae :

Sub latitud . 50° Duratio crepusculi a die 1 Jun .

- 51° - 26 Maj .

- 52° - 21 Maj .

- 530 - iß Maj .

- 54° - 12 Maj .

- 55° - 8 Maj .

56°

57°

58°

59°

60°

61°

4 Maj .

1 Maj .

27 April .

24 April .

21 April .

18 April .

usque ad diem 12 Jul .

- : 18 Jul .

- 23 Jul .

- 28 Jul .

- 1 Aug .

- 5 Aug .

- 9 Aug .

- 12 Aug .

- 16 Aug .

- 19 Aug .

- 21 Aug .

- 25 Aug .

Longomontanus . 20° 0 '
Riccioli tempore aequinoctiorum . . . . 18° 15 '

■ tempore solstitiorum . 19° 25
Cassini et Lacaille . 17° 13 '

Astronomi recentiores eil . Lambert et Brandes hanc depressionem statuunt 18 .° — Novissime cl . J . F . Schmidt Astrono¬
mus Universitatis Atheniensis depressionem circuli crepuscularis ex observationibus sub latitudinibus 37° 58 ' , 3 — 49° 35 ' , 7
summa cura institutis per anni menses variabilem invenit , puta Med . ann . tantum = 15° , 92 + 0° , 46 . Conf. Astronom .
Nachrichten 1865 . B . 63 . M 1495 .

* ) Joh . Bernoulli Opera omnia Lausannae 1742 I . 64 .
* * ) Gregorii Fontanae , Disquisitiones Physico -Mathematicae . Papiae 1780 pag . 97 .

* **) Berliner astronomisches Jahrbuch 1787 pag . 233 .
**** ) Delambre Astronomie theorique et pratique . Paris 1814 T . I . pag . 339 .
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Sub . latitud . 62° Duratio crepusculi a die 15 April .

- 63° - 13 April .

- t 64° - 10 April .

- 65° 7 April .

- - 66° —— - 5 April .

- - 67° 2 April .

- 68° 31 Mart .

- 69° 28 Mart .

- 70° 25 Mart .

- 75° - - ■— - 13 Mart .

- 80° — — - :- ■- - 28 Febr .

- 85° — - 14 Febr .

- 90° 29 Jan .

usque ad diem 28 Aug .

- 30 Aug .

- :- 2 Sept .

- 5 Sept .

- 8 Sept .

- 11 Sept .

- 13 Sept .

■ 16 Sept .

- 18 Sept .

— - ;- 30 Sept .
— - 13 Octb .

- 27 Octb .

- 13 Nov .

Tenebrae ergo istae nocturnae sub polo non 6 menses , sed ob crepusculi effectum tantum

2 mens , et 18 dies durant , h . e . a die 13 Novemb . usque ad 29 Jan . ; ad dispellendas insuper in

his regionibus tenebras aliquid etiam et luna et aurorae boreales conferunt . — In hac nostra

Brunsbergensi latitudine 54° 22 ' 54 " limites pro crepusculi per totam noctem , duratione sunt

10 Maj . et 2 Aug . , et pro crepusculi minimi duratione habetur 2 h 4 ' 18 " temporis solaris medii ,

quod cadit , uti jam constat , intra dies 11 — 12 Octobris et 1 — 2 Martii . Duratio minimi crepus¬

culi aequinoctiorum tempore sub aequatore = = lb 12 ' temporis siderei , vel lh 11 ' 48 " temporis

medii .

Denique tabulam generalem de crepusculi duratione et cl . Petit in Novis Astronomicis 1861M 1279 sub titulo dedit : Table donnant , en minutes et dixiemes de minutes de temps moyen , la
duree de crepuscules , pour le declinaisons du solcil comprises entre — 24° et - j- 24° et pour les

latitudes terrestres variant de 0° ä 70° , l ’abaissement crepusculaire du solcil etant suppose egal ü 18° .

Sed satis sint hactenus dicta ad illustrationem problematis propositi de crepusculi duratione .

Valete Commilitones rebusque vestris diligenter prospicite .

Datum Brunsbergae d . 15 . Jun . MDCCCLXVII .
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